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Vorwort. 


Von den im vorliegenden Bande vereinigten Abhandlungen sind die vier 
ersten, welche sich auf die Theorie der eindeutigen Functionen 
einer Veränderlichen beziehen, in den Jahren 1876, 1880, 1881 ge- 
schrieben und aus den Denkschriften und den Monatsberichten der Ber- 
liner Akademie ohne wesentliche Veränderungen abgedruckt worden. 
Die fünfte Abhandlung, welche eine Reihe von Sätzen über die ein- 
deutigen Funetionen mehrerer Argumente enthält, von denen ich 
in meinen Vorlesungen über die Abel’schen Transcendenten Gebrauch 
mache, habe ich im Jahre 1879 für meine Zuhörer lithographiren lassen, 
ohne sie in den Buchhandel zu geben. Die darauf folgende, den Monats- 
berichten aus dem Jahre 1876 entnommene Abhandlung „Neuer Beweis 
eines Hauptsatzes der Theorie der periodischen Functionen von 
mehreren Veränderlichen‘“ hat beim Neudrucke verschiedene redactio- 
nelle Aenderungen erfahren. Die letzte Abhandlung endlich „Über die 
Theorie der analytischen Facultäten“, welche ich aus dem in der 
Einleitung angegebenen Grunde aufgenommen habe, ist im Ganzen so 
geblieben, wie sie (im Jahre 1854) in dem 51. Bande des Crelle’schen 
Journals erschienen; ich überzeugte mich aber während des Druckes von 
der Nothwendigkeit, an vielen Stellen, namentlich in der Einleitung und 
in den $$ 7, 8 Berichtigungen und Verbesserungen anzubringen. Eine 
gänzliche Umgestaltung der Arbeit mit den gegenwärtig von der Functionen- 
lehre dargebotenen Hülfsmitteln vorzunehmen, konnte ich mich nicht ent- 


schliessen. 


Weierstrass. 
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Zur Theorie der eindeutigen analytischen 
Funetionen. 


l. Einleitung. 


Unter den eindeutigen analytischen Funetionen einer Veränderlichen 
zeichnen sich die rationalen durch eine charakteristische Eigenthümlich- 
keit aus, die zunächst festgestellt werden soll. 

Ich will von einer eindeutigen analytischen Function f(x) der com- 
plexen Veränderlichen x sagen, sie verhalte sich regulär in der Um- 
gebung einer bestimmten Stelle (x — a), wenn sie innerhalb eines gewissen 
Bezirks, dessen Mittelpunkt a ist, überall einen endlichen und mit x 
stetig sich ändernden Werth hat. Nach einem bekannten Satze existirt 
dann eine Potenzreihe ®(x\«a), welche innerhalb des genannten Bezirks 
die Function darstellt. Dies gilt auch, wenn «= co ist, indem unter 


ree > 1 À 
P(æ|co) eine Potenzreihe von —, zu verstehen ist.*) 


Die Gesammtheit der Stellen, an denen f(x) diese beiden Eigen- 
schaften besitzt, nenne ich den Stetigkeitsbereich der Function. 

Dieser Bereich ist — wenn man von dem Fall absieht, wo f(a’) sich 
auf eine Constante redueirt -— stets ein begrenzter, wie sich folgender- 
massen beweisen lässt. 


*) Ich bediene mich zur Bezeichnung einer Reihe von der Form 


S Aya” (v=0, 1, 2,... 00) 


in Fällen, wo es anf die Werthe der von x unabhängigen Coéfficienten A,, A,, Áz, e. 
nicht ankommt, des Zeichens P(x), auszusprechen „Potenzreihe von a." Ist ferner a 
ein bestimmter Werth von x, so schreibe ich B(x|a) für P(x— a), um hervorzuheben, 
dass a der Mittelpunkt des Convergenzbezirks der Reihe ist. Diese Bezeichnungsweise 
behalte ich auch bei, wenn a=© ist, indem ich in diesem Falle der Formel 

m — 0 


die Bedeutung = gebe. 
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Es sei a irgend eine im Endlichen liegende Stelle und y der Radius 
des Convergenzbezirkes der Reihe B(x|a), welche die Function f(x) in 
einer gewissen Umgebung von æ darstellt. 

Hat r einen endlichen Werth, so giebt es unter denjenigen Werth 
von x, für welche |2—«a|>r ist*), mindestens einen (æ'), der dem in 
Rede stehenden Bereich nicht angehört. Dann ist entweder x’ selbst 
eine Grenzstelle des Bereichs, oder es findet sich eine solche in der 
Strecke (x'. sky zwischen x’ und a. 

Ist a r —= 00, so giebt es unendlich grosse Werthe von x, denen 
auch unendlich grosse Werthe von f(x) entsprechen; in diesem Falle ist 
also die Stelle (x =co) — und zwar diese allein — vom Stetigkeits- 
bereich der betrachteten Function ausgeschlossen und bildet die Begrenzung 
desselben. 

Hiermit ist festgestellt, dass für jede Function f(x) im Gebiete der 
Veränderlichen x nothwendig singuläre Stellen, wie ich sie nennen will, 
existiren, welche Grenzstellen des Stetigkeitsbereichs der Funetion sind, 
ohne diesem selbst anzugehören. (Das Letztere ergiebt sich unmittelbar 
aus der Definition des Stetigkeitsbereichs.) 

Ist a’ irgend eine solche singuläre Stelle, so giebt es innerhalb eines 
beliebigen Bezirks, dessen Mittelpunkt «' ist, unendlich viele Stellen, die 
dem Stetigkeitsbereich von f(x) angehören. Möglicherweise gilt dies, 
wenn der Radius des Bezirks hinlänglich klein angenommen wird, von 
allen Stellen des letzteren, und dann kann es vorkommen, dass sich f(x) 
durch Multiplication mit einer ganzen Potenz von = — a’ in eine in der 
Umgebung von a’ regulär sich verhaltende Function verwandeln lässt. 
Jenachdem dies der Fall ist oder nicht, nenne ich a’ in Beziehung auf 
die Function f(x) eine ausserwesentliche oder eine wesentliche sin- 
guläre Stelle. 

Hierzu ist noch Folgendes zu bemerken. Eine Function f(x) kann 
so beschaffen sein, dass es im Gebiete von x Stellen giebt, die weder 
dem Stetigkeitsbereiche der Function (A) angehören, noch Grenzstellen 
desselben sind. An diesen Stellen, deren Gesammtheit mit A” be- 
zeichnet werden möge, ist dann die Function nicht definirt. Es ist 
aber A” ein Bereich von derselben Beschaffenheit wie A; nimmt man in 
demselben eine Stelle a” beliebig an, so liegen auch alle einer gewissen 
Umgebung von a" angehörigen Stellen in A’. Daraus folgt, dass der 
Bereich A" ein begrenzter ist, seine Grenzstellen aber nicht zu ihm ge- 


*) Ich bezeichne den absoluten Betrag einer complexen Grösse x mit |æ]. 
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hören, also, da sie auch nicht in A liegen, nothwendig mit Grenzstellen 
des letzteren Bereichs zusammenfallen, und zwar mit solchen, die wesent- 
liche singuläre Stellen für die betrachtete Funetion sind. Nun liegt aber 
in jeder Strecke, die einen Punkt von A" mit einem Punkte von A ver- 
bindet, mindestens eine Grenzstelle des Bereichs A’; es hat also die 
Function f(x) in dem angenommenen Falle unendlich viele wesentliche 
singuläre Stellen. 

Nach diesen Auseinandersetzungen lässt sich nun die Klasse der 
rationalen Functionen einer Veränderlichen (x) definiren als die Ge- 
sammtheit derjenigen eindeutigen Functionen von æ, für die 
es im Gebiete dieser Grösse nur ausserwesentliche singuläre 
Stellen giebt. 

Ist nämlich erstens /(x) eine rationale Function — im gewöhnlichen 
Sinne — und a irgend ein bestimmter Werth von x, so kann man f(x) 
zunächst als Quotienten zweier ganzen Functionen von (x — a), die für 
x = a nicht beide gleich Null sind, darstellen und sodann, wenn von 
den nicht verschwindenden Gliedern des Divisors das niedrigste von der 
mten Ordnung ist, bei hinlänglich kleinen Werthen von (x — a) 


(x — a)" f(x) 


in eine Reihe B(x|«a) entwickeln; d. h. es existiren für die Function f(æ) 
nur ausserwesentliche singuläre Stellen. 

Angenommen zweitens, es sei f(x) eine irgendwie definirte eindeutige 
Function, von der sich feststellen lässt, dass für sie wesentliche singuläre 
Stellen, im ganzen Gebiete von x nicht existiren, so dass in der Umgebung 
jeder beliebig angenommenen Stelle a die Function in der Form 


(a — a) ™ B(a|a) 


darstellbar ist, wo m eine ganze, nicht negative Zahl bedeutet. Nimmt 
man zunächst @=co, so giebt es nach dem Obigen im Innern des 
Convergenzbezirkes der Reihe P(x|a), jenachdem m 0 ist, entweder 
gar keine singuliire Stelle, oder nur die eine co. Sämmtliche sin- 
guläre Stellen — ausser co — sind also in einem ganz im End- 
lichen liegenden Bereiche zu suchen. In demselben kann es aber nur eine 
endliche Anzahl solcher Stellen geben. Existiren nämlich für irgend 
eine eindeutige Function im Innern eines begrenzten Bereichs unendlich 
viele ausserwesentliche singuläre Stellen, so giebt es im Innern oder an 


der Grenze des Bereichs wenigstens eine Stelle, welche sich dadurch 
p 
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auszeichnet, dass in jeder Umgebung derselben von ihr verschiedene sin- 
guläre Stellen vorhanden sind, und die deshalb nothwendig eine wesentliche 
singuläre Stelle für die Function ist. Es ergiebt sich also aus der ange- 
nommenen Beschaffenheit der betrachteten Function f(x) mit Nothwendig- 
keit, dass es für sie nur eine endliche Anzahl singulärer Stellen geben kann. 
Es ist nun zunächst der Fall möglich, dass f(x) in der Umgebung 
jeder im Endlichen liegenden Stelle sich regulär verhält, also durch eine 
für jeden endlichen Werth von x convergirende Reihe von-der Form 


4, == Ay X = Aer s } 


dargestellt werden kann. Dann hat die Function nur die eine singuläre 
Stelle co, und da diese der Voraussetzung nach eine ausserwesentliche 
ist, so muss sich eine ganze, nicht negative Zahl m so bestimmen lassen, 


dass 
(4) ne) 


a 

für jeden unendlich grossen Werth von æ unendlich klein ist. Dies aber 

ist nach einem bekannten Satze nur möglich, wenn in der vorstehenden 

Reihe jeder Coefficient, dessen Index grösser als m ist, verschwindet. Es 

ist also in dem betrachteten Falle f(x) eine ganze rationale Function. 
In dem Falle ferner, dass f(x) im Endlichen singulire Stellen besitzt, 

mögen dieselben mit 


RE” 


bezeichnet werden, und es sei m, die kleinste ganze Zahl, durch welche 
bewirkt werden kann, dass die Function 


m 
; k eC 
(x—a,) * f(x) 
in der Umgebung der Stelle a, sich regulär verhält. Dann ist 
g g k g À 
m, m 
(© — 4a) ....(@—a, fe) 
eine Function, welche in der Umgebung jeder im Endlichen liegenden 


Stelle sich regulär verhält, woraus nach dem Bewiesenen folgt, dass f(x) 
in der Form 


(x — ir. EL ae a,) 


Ne 
t 


/ 
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dargestellt werden kann, wo G(x) eine ganze rationale Function von æ 
bedeutet. 

Hiermit ist bewiesen, dass durch die gegebene Definition wirklich 
die charakteristische Eigenthümlichkeit der rationalen Functionen einer 
Veränderlichen ausgesprochen wird. 

Durch die vorstehenden Erörterungen ist aber auch für die Unter- 
suchung und Classification der transcendenten eindeutigen Functionen 
eines Arguments ein Fingerzeig gegeben. 

Werden dem Stetigkeitsbereich einer Funetion diejenigen von seinen 
Grenzstellen, welche ausserwesentliche singuläre Stellen für die Function 
sind, hinzugefügt, so entsteht ein Bereich A’, von welchem man, dem 
soeben Festgestellten gemäss, sagen kann, dass in ihm /(x) überall wie 
eine rationale Function sich verhalte. Dieser Bereich ist ein unbegrenzter 
oder ein begrenzter, je nachdem f(x) eine rationale oder eine trans- 
cendente- Function ist, und wird im letztern Falle seine Begrenzung 
von den wesentlichen singuliiren Stellen der Function gebildet, deren 
Anzahl endlich oder auch unendlich gross sein kann. 

Betrachtet man nun als einer Klasse angehörend alle Functionen 
f(x), für welche der definirte Bereich A’ ein und derselbe ist, so bildet 
nach dem Vorhergehenden die Gesammtheit der rationalen Functionen 
von x eine solche Klasse. Dagegen existiren unzählige Klassen von 
transcendenten Functionen f(x); um für die Eintheilung derselben in Gat- 
tungen ein sachgemässes Princip zu gewinnen, wird man zu untersuchen 
haben, welche wesentliche Verschiedenheiten in der Begrenzungsweise eines 
Bereichs A’, der für eine Klasse eindeutiger Functionen von x die ange- 
gebene Bedeutung hat, möglich sind. Aber auch ohne auf diese Unter- 
suchung näher einzugehen, wird man in den eindeutigen Functionen mit 
einer endlichen Anzahl wesentlicher singulärer Stellen die den rationalen 
Functionen am nächsten stehenden erkennen, und als einer Gattung an- 
gehörend alle diejenigen betrachten, für welche die Zahl solcher Stellen 
dieselbe ist. | 

Man überzeugt sich leicht, dass es Functionen dieser Art mit beliebig 
vielen, und zwar vorgeschriebenen wesentlichen singulären Stellen 
wirklich giebt. ; 

Wie oben bemerkt worden, wird durch jede unendliche Reihe 


A,+A,e+ At: 


deren Coéfficienten gegebene Constanten und so beschaffen sind, dass die 
Reihe für alle endlichen Werthe der Veränderlichen æ convergirt, eine 
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Function mit der einen wesentlichen singulären Stelle co dargestellt. 
Dasselbe gilt, wie in ganz ähnlicher Weise gezeigt werden kann, wenn 
G (Œ), @,(#) zwei solche Functionen sind — wobei jedoch eine von 
ihnen auch eine ganze rationale sein darf — für den Quotienten 


ihe 
G(x) 


in jedem Falle, wo derselbe nicht auf eine rationale Function reducirt 
werden kann. 
Dies vorausgesetzt seien nun 


G (a), Gy (a) 5+. Gona (An) Con (Wp) 


irgend n Paare solcher Functionen, x, ,...x, aber lineare Functionen von 
x, welche an n verschiedenen, im Übrigen willkürlich anzunehmenden 
Stellen 


unendlich gross werden; dann ist 


: GL (ay) 
v=1 Gy, (x,) 


f(x) = 


eine eindeutige Function von a, für welche 


wesentliche singuläre Stellen sind, während sie in der Umgebung jeder 
andern Stelle sich wie eine rationale Funetion verhält. j 

Zusammengesetztere Ausdrücke solcher Functionen kann man bilden, 
indem man in einer beständig convergirenden unendlichen Reihe von der 
Form 


oder auch in dem Quotienten zweier solcher Reihen für xj, £y, ...%, 
beliebige rationale Functionen der Veränderlichen x substituirt: die so 


_ 
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gebildete Funetion von x hat dann keine anderen wesentlichen singulären 
Stellen als diejenigen, an denen eine der Grössen x, ,.. . £, unendlich wird. 

Nun ist im Vorhergehenden gezeigt worden, dass man von einer 
Function f(x) nur zu wissen braucht, sie sei eine eindeutige Function 
ohne eine wesentliche singulire Stelle, um sicher zu sein, dass sie als 
Quotient zweier ganzen rationalen Functionen von æ (von denen sich 
eine auch auf eine Constante reduciren kann) darstellbar ist; mit anderen 
Worten, es ist nachgewiesen worden, dass durch die beiden ange- 
nommenen Eigenschaften der Function auch die Art der arithmetischen 
Abhängigkeit ihres Werthes von dem Werthe der unabhängigen Veränder- 
lichen bedingt und bestimmt ist. Dadurch ist die Frage nahe gelegt, 
ob für die eindeutigen Functionen mit einer endlichen Anzahl . wesent- 
licher singulärer Stellen etwas Ähnliches gelte — ob es möglich sei, 
arithmetische, aus der Veränderlichen x und aus unbestimmten 
Constanten zusammengesetzte Ausdrücke zu bilden, welche 
sämmtliche Functionen einer bestimmten Klasse — und nur 
diese — darstellen. 

In der vorliegenden Arbeit findet diese Frage, in der ein den Ele- 
menten der Functionenlehre angehöriges, allgemeines und zugleich wohl- 
begrenztes Problem ausgesprochen ist, ihre vollständige Erledigung. Das 
Resultat ist einfacher als die Mannigfaltigkeit der Formen, in denen, wie 
die gegebenen Beispiele lehren, Functionen der in Rede stehenden Art 
auftreten können, es erwarten liess. 

Unter den Functionen, um welche es sich handelt — die rationalen 
jetzt eingeschlossen — sind die einfachsten diejenigen, für welche es 
im ganzen Gebiete der unabhängigen Veränderlichen nur eine (wesentliche 
oder ausserwesentliche) singuliire Stelle giebt. Liegt diese Stelle im Un- 
endlichen, so kann, wie oben bemerkt, eine solche Function stets dar- 
gestellt werden durch eine Reihe von der Form 


Ad. rer 


in der x das Argument der Function, die Coéfficienten A,, A,, A,,... 
aber von x unabhängige, bestimmte Grössen bedeuten; so wie ander- 
seits jede Reihe von dieser Form, wenn sie für jeden endlichen Werth 
von x convergirt, der Ausdruck einer eindeutigen Function von x 
mit der einen singulären Stelle co ist. Eine solche Function will 
ich eine ganze eindeutige Function von æ nennen — oder auch bloss, 
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wo keine Zweideutigkeit dadurch entsteht, ganze Function —; man hat 
also zu unterscheiden zwischen rationalen ganzen Functionen, fiir welche 
die Stelle co eine ausserwesentliche singulire ist und die angegebene Reihe 
aus einer endlichen Anzahl von Gliedern besteht, und transcendenten 
ganzen Functionen, für welche co eine wesentliche singuläre Stelle ist und die 
Reihe unendlich viele Glieder hat. Als Functionszeichen fiir eine unbe- 
stimmte, in der in Rede stehenden Form ausgedriickt gedachte Function 
verwende ich auch im Folgenden den Buchstaben G und unterscheide, wenn 
mehrere solche Functionen zu bezeichnen sind, die einzelnen durch hinzu- 
gefügte Indices. 

Dies vorausgesetzt, ist nun die Beantwortung der gestellten Frage 
in folgenden Sätzen enthalten. 


A. Der allgemeine Ausdruck einer eindeutigen Function von æ mit nur 
einer (wesentlichen oder ausserwesentlichen) singulären Stelle (c) 
ist 


. 3 C 
wo der obigen Festsetzung gemäss, wenn ¢ = co, — durch x 
we a1 


zu ersetzen ist. Die singuliire Stelle ist eine wesentliche oder 
ausserwesentliche, jenachdem G eine transcendente oder eine 


i ert 
rationale ganze Function von ——— ist. 
Fr © 


B. Der allgemeine Ausdruck einer eindeutigen Function von & mit n 
(wesentlichen oder ausserwesentlichen) singulären Stellen (Cis Cp) 
kann in mannigfaltiger Weise aus n Fuyctionen mit je einer 
singulären Stelle zusammengesetzt, am einfachsten aber in den 
nachstehenden Formen aufgestellt werdén: 


2 Ï n i | 
1) 2 Gy Í; A a) ; 2) II Gy G BT. q I” (x) > 


wo R*(x) eine rationale Function bedeutet, welche nur an den 
wesentlichen singulären Stellen der darzustellenden Function Null 
und unendlich gross wird. 


C. Jede eindeutige Function von x, welche n wesentliche singu- 
läre Stellen («,,...c,) und ausser diesen noch beliebig viele 


ate 
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(auch unendlich viele) ausserwesentliche hat, kann in jeder der 
beiden nachstehenden Formen: 


1 


j 1 
yy Gy p e 


1) y= 


# ) 
Su) 
) 


v=l 


yet E o) 
n 
1 
| | eS. Me 
11 Tny er ) 


ausgedrückt werden, und zwar dergestalt, dass Zähler und Nenner 
für keinen Werth von x beide verschwinden. 
Umgekehrt stellt jeder dieser Ausdrücke, wenn die Functionen 
G,,...G@,, willkürlich angenommen werden, eine eindeutige 
Function von x dar, welche im Allgemeinen n, in speciellen 
Fällen auch weniger als n wesentliche singuläre Stellen hat, 
während die Anzahl der ausserwesentlichen singulären Stellen, 
an denen die Function unendlich wird, unbeschränkt ist. 

Von diesen Sätzen war bisher nur der unter (A) angeführte bekannt, 
und der unter (B, 1) aufgestellte aus bekannten Sätzen leicht abzuleiten. 
Die übrigen aufzufinden war nicht schwer, nachdem einmal die Aufgabe, 
um die es sich handelt, gehörig präcisirt war. Um sie allgemein be- 
weisen zu können, hatte ich jedoch, wie sich alsbald ergab, zuvor eine 
in der Theorie der transcendenten ganzen Functionen bestehende, sogleich 
anzugebende Lücke auszufüllen, was mir erst nach manchen vergeblichen 
Versuchen vor nicht langer Zeit in befriedigender Weise gelungen ist. 

Für jede eindeutige Function f(x) gilt, dass in einem Theile des 
Gebiets von x, der weder im Innern noch an der Grenze eine wesent- 
liche singuläre Stelle enthält, Werthe, für die f(x) co, und ebenso 
Werthe, für die f(x) == 0 ist, stets nur in endlicher Anzahl vorhanden sind. 
Das Erstere ergiebt sich unmittelbar aus dem oben (S. 3) Bemerkten, 
und das Letztere ebenfalls, wenn man beachtet, dass die Function 


Br. 
f(x) 


dieselben wesentlichen singnlären Stellen hat wie f(x) selbst. 
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Ist insbesondere f(x) eine ganze eindeutige Function, so giebt es 
also unter den Werthen von x, deren absoluter Betrag eine willkürlich 
angenommene Grenze nicht übersteigt, stets nur eine endliche Anzahl 
solcher, für die f(x) gleich Null ist. Dies gilt auch noch, wenn in 
Übereinstimmung mit dem bei ganzen rationalen Functionen Gebräuch- 
lichen festgesetzt wird, dass bei Bestimmung der in Rede stehenden Zahl 
jeder Werth, für welchen ausser der Function f(a) selbst auch die (p — 1) 
ersten Ableitungen derselben verschwinden, die pte aber nicht, als ein 
-mal zu zählender betrachtet werden soll. 

Hieraus folgt, dass es stets möglich ist, aus denjenigen Werthen 
von x, für die eine bestimmte eindeutige ganze Function dieser Grösse 


verschwindet, eine Reihe 
By, Ag, lo 


zu bilden, welche jeden Werth so oft enthält, als er nach der gemachten 
Festsetzung zu zählen ist, und zugleich, falls die Anzahl ihrer Glieder 
unendlich gross ist, der Bedingung 


Lim. | On | = CO 
n= 
genügt. Die so gebildete Reihe (a,, a,, 4,,...) möge die Reihe der 


„Null-Stellen“ der betreffenden Function heissen. 
Dies festgestellt, ergeben sich nun zwei Fragen: 
1) In wie weit ist eine Function G(x) durch die Reihe ihrer Null- 
Stellen bestimmt? 
2) Existirt, wenn eine unendliche Reihe bestimmter Grössen 
Gy Uy, Ayy..., die der Bedingung Lim. | a, | = co genügt, gegeben 
n= 


ist, stets eine Function G(x), für welche diese Reihe in dem 
festgestellten Sinne die Reihe der Null-Stellen bildet ? 
Die erste Frage beantwortet sich leicht. Es giebt unendlich viele 
ganze Functionen, welche dieselben Null-Stellen haben wie eine gegebene 
G(a); sie sind sämmtlich enthalten in dem Ausdruck 


G(x) KAO ’ 


wo unter G(x) eine willkürlich anzunehmende ganze Function zu ver- 
stehen ist. 

Was dagegen die zweite, bis jetzt unerledigt gebliebene Frage an- 
geht, so werde ich im folgenden Paragraphen nachweisen, dass dieselbe 
unbedingt zu bejahen ist. 


ad 
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Mit Hülfe des so gewonnenen fundamentalen Satzes lassen sich dann 
von den im Vorstehenden unter (A, B, C) aufgestellten Theoremen zu- 
nächst diejenigen leicht beweisen, welche auf Functionen mit einer 
wesentlichen singulären Stelle sich beziehen. 

Sodann wird der nachstehende Hülfssatz eingeschaltet: 

Es sei 


wo die (c, k) Constanten bedeuten, welche nur der Beschränkung unter- 
worfen sind, dass von den Grössen k,,...k, keine gleich Null, und 
von den Grössen ¢,,...¢, nicht zwei einander gleich sein sollen. Ferner 
seien F (y), Fiy), --- Fa (y) eindeutige Funetionen der Veränderlichen 
y mit der einen wesentlichen singulären Stelleco. Alsdann stellt nicht 


nur der Ausdruck 
n—l 


re MENY 
AON (5) 
v=0 
wo c eine beliebige der Grössen c,,...¢, bedeutet, wenn man in demselben 


y = 9(@) 


setzt, stets eine eindeutige Function mit den wesentlichen singulären 
Stellen c,,...¢, dar, sondern es lassen sich auch für jede gegebene 
A] s 4 s s y a - = PH ni +1 7 7 y Ads 

Function f(x) dieser Art die Functionen F, (y), ... F,_,(y) so bestimmen, 


dass 
n—1 


ist. Dabei werden F (y), ... Fa (y) sämmtlich ganze Functionen von y, 
wenn die Function f(x) keine ausserwesentliche singuliire Stelle hat. 

Dieser Satz dient zur Begriindung des unter (B, 1) gegebenen Aus- 
drucks einer Function mit n (wesentlichen oder ausserwesentlichen) sin- 
guliiren Stellen. 

Kine solche Function kann so beschaffen sein, dass sie an keiner 
Stelle, welche von den Stellen e,,...c, verschieden ist, verschwindet; in 
diesem Falle ergiebt sich für sie der Ausdruck 


De: 
ro ll =e. 


vl 
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Ist nun f(x) eine beliebige eindeutige Function mit den n wesent- 
lichen singulären Stellen c,,...¢,, so hat man das Gebiet der Veränder- 
lichen x in n Theile dergestalt zu zerlegen, dass im Innern eines jeden 
Theiles eine der genannten Stellen liegt, und dass zugleich die Function 
f(x) an der Grenze zwischen je zwei Theilen überall einen endlichen und 
von Null verschiedenen Werth hat; dies kann auf unendlich viele Arten 
geschehen. Dann giebt es, wenn mit’c irgend eine der Stellen e,,... 
und mit C der zugehörige Theil bezeichnet wird, unter den zu C ge- 
hörenden Werthen von x, für welche 


x—-c|>p 


ist, wo p eine beliebig klein anzunehmende positive Grösse bedeutet, nur 
eine endliche Anzahl solcher, für dis f(x) verschwindet; dasselbe gilt auch 
noch, wenn auch jetzt festgesetzt wird, dass bei der Zählung dieser Werthe 
so verfahren werde, wie vorhin für eine ganze Function angegeben worden 
ist. Es kann demnach, wenn es überhaupt in C Werthe giebt, für die 
f(x) = 0 ist, aus der Gesammtheit derselben eine Reihe 


A s aa Bays ess 


in der Art gebildet werden, dass in derselben jeder einzelne Werth so oft 
vorkommt, als er der Festsetzung gemäss zu zählen ist, und zugleich, 
falls die Reihe nicht abbricht, 


Lim. | a, —¢|=0 
Nn =o 
ist. Dann ist die Reihe 
1 1 1 
? + Pattee hs ? SE p 
by OE en Tn 


so beschaffen, dass eine Function @(x') existirt, für welche sie die Reihe 


der Null-Stellen bildet; und wenn man in dieser x’ = —— setzt, so ist 


a=) 


eine Function von x, welche nur die eine wesentliche singuläre Stelle c 
hat und zu der Function f(x) in der Beziehung steht, dass die vollstän- 
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dige Reihe ihrer Null-Stellen identisch ist mit der Reihe der dem be- 
trachteten Theile C angehörenden Null-Stellen von f(x). (Sind Werthe von 
x, für die f(x) verschwindet, in C nicht vorhanden, so ist die definirte 
Function G in den folgenden Formeln durch die Zahl 1 zu ersetzen.) 


Ebenso giebt es, da die Function F(x) dieselben wesentlichen singulären 
> = 
; aA ; see? 1 ie 
Stellen wie f(a) hat, eine Function @' — ), welche zu ——~ in derselben 
4 —e f(x) 


Beziehung steht wie G ( . ) zu f(a). 
= 


x 


Bezeichnet man nun diese beiden Functionen für die Stelle c, mit 


iy 1 (man 1 
G! X , ): AAN) EAS ); 
Bee Cy 1 = Cy 


und setzt 


eo) TI Bun a) a), 


so ist f, (x) eine Function, welche an allen Stellen des Gebiets 
von x, mit Ausnahme der Stellen c,,...c,„, einen endlichen und 
von Null verschiedenen Werth hat. 

Drückt man sodann diese Function f (x) in der vorhin angegebenen 
Weise aus, so ergeben sich die unter (B, 2) und (C, 2) aufgestellten 
Formen von f(x). Aus der letztern erhält man dann schliesslich mit 
Hülfe des Theorems (B, 1) den unter (C, 1) gegebenen Ausdruck derselben 
Function. 

Die im Vorstehenden zusammengestellten Ausdrücke einer eindeutigen 
Funetion mit einer endlichen Anzahl wesentlicher singulärer Stellen 
können nun noch weiter entwickelt werden, so dass die arithmetische 
Abhängigkeit des Werthes der Function von dem Werthe ihres Arguments 
unmittelbar in Evidenz tritt. In den Formeln (B, 1) und (C, 1) ist es 


Fe 1 
für diesen Zweck am angemessensten, jede Function a) in der 
j DE 


. - í D . . 
Form einer Potenzreihe von as darzustellen. Es lässt sich aber, wie 
eG 


in § 2 nachgewiesen wird, jede Function G(x) auch darstellen als Product 
unendlich vieler Factoren, welche ebenso wie die Potenzen von x bestimmt 
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charakterisirte Functionen sind; diese Ausdrucksform der Functionen 
(5) wird man am zweckmässigsten zur weitern Entwicklung der 
Ni 
Formeln (B, 2) und (C, 2) verwenden. 
Ist 

by Og, sl, 
die Reihe der Null-Stellen einer ganzen rationalen Function G (x), und a, 
irgend ein in dieser Reihe nicht enthaltener Werth, so hat man 


OR: (22%) 
n=1 


G(x.) me 


Man hat schon früh versucht, diesen Satz auf transcendente ganze Func- 
tionen auszudehnen, wobei sich jedoch erhebliche Schwierigkeiten darboten. 
Man erkannte, dass es im Allgemeinen nöthig sei, dem Ausdruck rechts 
noch einen Factor von der Form 


rm) 


hinzuzufügen (Cauchy, Exercices de Mathématiques, III.); aber dies reicht, 
wenn von dem Falle, wo Null-Stellen der Function nur in endlicher Anzahl 
vorhanden sind, abgesehen wird, nur aus, wenn die Reihe 


und mit ihr das Product 
co 
Il (>= 
nazi Ko % 


convergirt, was im Allgemeinen nicht der Fall ist. 

Bei manchen Functionen gelingt es zwar, durch Festsetzung einer 
bestimmten Aufeinanderfolge der Factoren, oder überhaupt durch Vor- 
schrift einer bestimmten Ausführungsweise der unendlich vielen Multipli- 
cationen das Product zu einem bedingt convergenten zu machen; im 
Allgemeinen indess ist auch dies nicht möglich, wie unter andern das 
Beispiel der Function 


ch, 
I(x) 
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zeigt, bei welcher das in Rede stehende, aus den Factoren 


H o 
pa, 1+ 0 bbe ros 
zu bildende Product unter allen Umstiinden divergirt. 
Aber eben diese Function weist auf den Weg hin, der zum Ziele 
führt. Nach der yon Gauss gegebenen Definition ist der Ausdruck der- 
selben das bestiindig convergirende unendliche Product 


Ten 


foam} 


d. h. die Function ist darstellbar als Product unendlich vieler Factoren, 
welche zwar nicht ganze lineare Functionen von «, aber doch gleich 
diesen eindeutige Functionen mit nur Einer singulären Stelle (co) 
und auch nur Einer Null-Stelle sind. 

Von dieser Bemerkung ausgehend legte ich mir die Frage vor, ob 
sich nicht jede Function G(x) aus Factoren von der Form 


oder 


(ka +1) ef @) 
möge zusammensetzen lassen, und gelangte, indem ich diesen Gedanken 
verfolgte, schliesslich zu einem Ergebnisse, durch welches die Theorie der 
eindeutigen Functionen mit einer endlichen Anzahl wesentlicher singulärer 
Stellen einen befriedigenden Abschluss erhält. 

Ich nenne ,Primfunction* von x jede eindeutige Function dieser 
Grösse, welche nur Eine (wesentliche oder ausserwesentliche) singuläre 
Stelle und entweder nur Eine oder gar keine Null-Stelle hat. Der 
allgemeinste Ausdruck einer solchen Function ist, wenn die singuläre 
Stelle mit c bezeichnet wird, 


: +f 
x 


wo k,l Constanten bedeuten, und zu beachten ist, dass % auch gleich 


Null und @ (+ 


.) eine Constante sein kann. Es erweist sich aber für 
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den in’s Auge gefassten Zweck als ausreichend und zweckmässig, aus- 


. . . . hd e . Y 1 . 
schliesslich solche Primfunctionen einzuführen, bei denen G (=) eine 
C C 


rationale ganze Function von - ist; dies soll also im Folgenden überall, 
=... 


wo von Primfunetionen die Rede ist, stillschweigend angenommen werden. 

Dies festgestellt, ergiebt sich zunächst, dass jede eindeutige Function 
f(x) mit Einer (wesentlichen oder ausserwesentlichen) singulären Stelle 
entweder selbst eine Primfunction ist oder ein Product von 
Primfunctionen mit derselben singulären Stelle; und lassen dann 
die unter (B, 2) und (C, 2) angegebenen Ausdrücke unmittelbar erkennen, 
dass und wie eine beliebige Function der hier betrachteten Art aus 
Primfunetionen durch Multiplication und Division zusammen- 
gesetzt werden kann. 

Ich lasse dieser Analyse des wesentlichen Inhalts meiner Arbeit 
und der Darlegung der leitenden Gesichtspunkte nunmehr die erforderlichen 
Entwickelungen in mehr synthetischer Form folgen, wobei ich bemerke, 
dass ich bei denselben mit Vorbedacht nur einige elementare Sätze der 
Reihen-Theorie und die Eigenschaften der Exponentialfunetion als bekannt 
voraussetze. 


2. Zur Theorie der ganzen eindeutigen Functionen 
Einer Veränderlichen. 
Ist eine unendliche Reihe gegebener Grössen 
ayy lla, a, 92209 
von denen keine den Werth Null hat, so beschaffen, dass 


Lim. |a 


Nn=m 


| ~ 
A oiai, 


so kann man derselben auf mannigfaltige Weise eine Reihe ganzer Zahlen 
Mis Mz, Mazare 


von denen jede > 0 ist, so zuordnen, dass die Summe 


o0 m 
Žo" 
| NG, 


für jeden Werth der Veränderlichen æ einen endlichen Werth hat. 
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Man braucht zu dem Ende nur irgend eine unendliche Reihe posi- 
tiver Grössen 
PE 


7 WE 
1.7 “at ’ 


so anzunehmen, dass ¢ < 1 ist und dass 


Se, 


Yzı 


einen endlichen Werth hat, und dann die Zahlen m,, Ms, m,,... 80 zu 


bestimmen, dass (für v=1, 2, 3,...©) 
m +l 
€ he Ey 
wird. 


Setzt man hierauf 


oo 1 a N My 
2-3”. 
y= 


x 
so ist F(x) eine für jeden endlichen Werth von æ definirte eindeutige 
Function von der Beschaffenheit, dass sich F(a- k), wenn a irgend ein 
bestimmter Werth von x ist, bei hinlänglich kleinem Werthe der Veränder- 
lichen k in der Form 


m N a 
T+ BQ) 


darstellen lässt, wo m eine ganze (nicht negative) Zahl ist, welche an- 
giebt, wie oft der Werth a in der Reihe a,, @,, a,,... vorkommt. Nach 
einem früher (Crelle’s Journal, Bd. 52, S. 333) von mir bewiesenen 
Satze existirt also eine Function G(x), welche der Gleichung 


160) 


re F(a). G(x) 


genügt und die Eigenschaft besitzt, dass für sie die Reihe 
yy Ay, Ag, oe 


in dem oben angegebenen Sinne die Reihe der Null-Stellen bildet. 
Dies lässt sich aber noch einfacher als a. a. O. folgendermassen 


beweisen, 
2 
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Für diejenigen Werthe von x, deren absoluter Betrag kleiner als 
Eins ist, hat man 


woraus 


folgt. Man setze nun 
E(x, 0)= 1-2, 
E(x, 1) =(1— De”, 
E(x, 2) =(1—a)e"*!™, 


[GEBE a, en SIE Sr SE eh ee SE Mae DE SS 


E(x, m) = (1 — 2)e’”” 


so ist, unter der Bedingung, dass |æ <1, 


oa mtr 
Ic) 


E(z,m) = e '" 


Fasst man nun die Gesammtheit der Grössen ins Auge, welche aus der 
Formel 


1 


r i + My 
gaa My 


ay 


dadurch hervorgehen, dass man r = 1, 2,...00; V=m, m+1,...0°0 

setzt, so ist ersichtlich, dass die Summe dieser Grössen einen endlichen 

Werth hat, wenn der Veränderlichen æ nur solche Werthe gegeben wer- 

den, die dem absoluten Betrage nach kleiner sind als jede der Grössen 
ay’ 


Ons Ongir 


denn dann ist sie kleiner als 


2 ne. oo . My+1 
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also, wenn man mit / den kleinsten der Werthe 


1—| 


x | 
er 
by | 


x 
Fa und der Summe 
ç | 


5 1 ( r y | 
Me Re |3 
vo | ay \ay 


welche der Voraussetzung nach einen endlichen Werth hat. Daraus folgt, 
dass die Doppelsumme 


bezeichnet, kleiner als das Product aus 


1 y rimy 
p> 2 r- = 


für die angegebenen Werthe von æ nicht nur unbedingt convergirt, son- 

» p P < MJ \ ` u » id ` > P, 
dern auch. dadurch, dass pan alle Glieder, welche dieselbe Potenz von æ 
enthalten, in eine Potenzreihe 


B(x, n) 


verwandelt werden kann. 
Nimmt man nun zunächst æ dem absoluten Betrage nach kleiner 
als jede der Grössen a,, a,,... an, so convergiren sämmtliche Reihen 


wir, 1), Bie, 3) 5s .-; 


und man hat 


B(x, 1) — P(x, n + 1) = N ae (2) | 


woraus sich 


n x +h (: +1) 
eo Be) _ II (2, m,) 6 P T, h 
y 


y=l 
ergiebt. 
Es lässt sich aber jede der Functionen 


E (€ i my) 


9* 
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in eine für jeden endlichen Werth von x convergirende Reihe von der 
Form 
(v) 
IF A Er a" rE 


entwickeln, und 
o PCa, n+1) 


in eine Reihe von derselben Form 


n) , 


(n) 
T E 2+:%, 


welche jedenfalls convergirt, wenn x dem absoluten Betrage nach kleiner 
als jede der Grössen «a, ,,, n,o; ist. Nimmt man daher eine positive 
Grösse g beliebig, n aber so an, dass 


a 


la |> gist, wenn v>n, 


so geht aus der Entwickelung des Products 


n) n) s (VY) 5 
(1+ Bo 2+ Box + 1a are) 


1 
| 


eine Reihe 
1+ A, e+ 4,27 +: 


hervor, welche sicher für diejenigen Werthe von x, deren absoluter Be- 
trag nicht grösser als g ist, convergirt. Die Coefficienten dieser Reihe 
sind aber, da der vorstehenden Gleichung gemäss für hinlänglich kleine 


Werthe von & 


PP Ae Ae a eee 


ist, unabhängig von der willkürlich anzunehmenden Grösse g; es folgt 
also aus dem Bewiesenen, dass die Reihe fiir jeden endlichen Werth 
von x convergirt und somit eine ganze eindeutige Function 
G(x) darstellt. 

Diese Function verschwindet nun für einen bestimmten Werth a 


von æ nur in dem Falle, wo a in der Reihe a,, a,,... enthalten ist, wie 
aus der Gleichung 


IE) == IIr(@ m) e eis 
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ohne Weiteres erhellt, wenn man n so gross annimmt, dass a innerhalb 
des Convergenzbezirks der Reihe 


B(x, -+ 1) 


liegt, und beachtet, dass die Exponentialfunction fiir keinen endlichen 
Werth ihres Arguments verschwindet. Man sieht aber auch, dass, wenn 
a in der Reihe a,, a,,... p-mal vorkommt, 


G(x) auf die Form (x — a)" f(x) 


in der Art gebracht werden kann, dass f(x) für x —a einen von Null 
verschiedenen endlichen Werth hat. Die gegebene Reihe 


ist also die Reihe der Null-Stellen für die Function G(x), welche nach 
dem Vorstehenden dadurch hergestellt werden kann, dass zunächst die 
Summe 

5 >} = ( x Er 

rt, Sm, ? 
in welcher die Zahlen m, die oben angegebene Bedeutung haben, auf die 
Form P(x, 1) gebracht, und dann 


— Pi T, 1) 
e 


nach Potenzen von x entwickelt wird. 

Multiplicirt man G(x) noch mit #*, wo à eine ganze positive Zahl 
bedeutet, so erhält man eine Function, für welche die Reihe der Null- 
Stellen ausser den Grössen ais Gy, dy,... noch A Glieder, die gleich Null 
sind, enthält. 

Es ist also stets möglich, eine ganze eindeutige Function G(x) mit 
vorgeschriebenen Null-Stellen i 


Ba Ga, Ags se 
zu bilden, wofern nur die nothwendige Bedingung 


Lim. |a,| = co 


noo 


erfüllt ist. 
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Es giebt aber nicht bloss eine solche Function, sondern unendlich 
viele. 

Setzt man nämlich 

@( 
G(x) = Ca)”, 

so hat offenbar die Function G(x) dieselben Null-Stellen wie G(x), wie 
auch die Function G(x) angenommen werden möge. Umgekehrt ist, wenn 
zwei Functionen G(x), G@,(a) dieselben Null-Stellen haben, der Quotient 


G (a) 
Ga)’ 


der mit @,(x) bezeichnet werde, eine Function, die für jeden endlichen 
Werth von x einen von Null verschiedenen endlichen Werth hat. Es 
lässt sich deshalb 
e ya 
Gile) dr 


in eine beständig convergirende Reihe 
y Taia Ge Ang ia 
Cia aed FOR te 
entwickeln, und man erhilt, wenn man 


1 


G(x) = C+ Ca+5 


C; a -+ G, x? IE a? 


setzt, und die Constante C, so annimmt, dass 


G,(0) — e* 
ist, 
1 dela) _ aG@) 
G(x) . dx dar!” 
G,(a) = ea 
Die Formel ~ 
G(x) et” 


giebt also alle ganzen eindeutigen Functionen von x, welche dieselben 
Null-Stellen wie G(x) haben. 


http://rcin.org.pl 


Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen. 23 


Jetzt bedeute G(x) irgend eine gegebene ganze Function von zx, 
so können drei Fälle eintreten: 
1) sie hat keine Null-Stellen — dann ist sie eine Function wie die 
eben mit @,(x) bezeichnete, und kann in der Form 


G (a 
ei) 
ausgedrückt werden; 
2) sie hat Null-Stellen in endlicher Anzahl — dann ist sie in der 
Form 
~ G(x) 
G(x) e 


darstellbar, wo G (x) eine rationale ganze Function bedeutet; 
3) sie hat unendlich viele Null-Stellen — in diesem Falle kann 
sie auf die Form 


qs G, (x) ef (x) 


gebracht werden, wo A Null oder eine ganze positive Zahl, 
G(x) aber in der beschriebenen Weise aus den von Null ver- 
schiedenen Null-Stellen (a, , @,, @,,...) der Function, einer Reihe 
ganzer Zahlen (m,, m,, m,,...) und der Veränderlichen æ zu- 
sammenzusetzen ist. 
Dieser Function @ (x) kann man nun nach dem Vorstehenden für 
einen bestimmten Werth von a die Gestalt 


n in 

WEG m be POR 
hig A 

vi 


geben, wenn man n so gross annimmt, dass x dem absoluten Betrage 
nach kleiner ist als jede der Grössen 4,4]; Ay4s,... Aus dem oben be- 
stimmten Ausdruck der Grenze, unterhalb welcher der absolute Betrag 
von 


Pæ, n) 
stets liegt, ergiebt sich aber 


v 


Lim. B(a,n+1)=0, 


N=0o 

indem 
5 LNM 
Lim. =) is 
Hos See | hy’ NG, 
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ist, wenn die Zahlen m,, wie angenommen worden, so bestimmt sind, dass 


— | 1 ENM, 
ll) 
einen endlichen Werth hat. Folglich ist — für jeden Werth von = — 


G(x) Me. my). 


Der Function G(x) kann man ferner in mannigfaltiger Weise die Gestalt 


0) +) 


vl 


geben, in der Art, dass die g,(a) siimmtlich rationale, für æ = 0 ver- 
schwindende ganze Functionen werden. Setzt man dann 


ny 


g(x) = g(2)+ > ; (= j; 
=1 


so ergiebt sich 
’ n ’ A i \ se Ny P3) 
G(x) Ca IU —) f? 


wo C eine Constante bedeutet. Da man nun auch im Falle (1) 


G(x) cl e 


vl 


und im Falle (2), wenn a,, 43, ... @m die von Null verschiedenen Null- 
Stellen der Function G,(#) sind, 


a) = cə jI í (i= 2) Iy A i II am 
at y=m-+1 
hat, so ist hiermit der Satz begründet: 
Jede ganze eindeutige Function von «© kann dargestellt 
werden in der Gestalt eines Products, dessen Factoren 
sämmtlich Primfunctionen von der Form 


(ka +9)" 


bs 
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sind, wo g(x) eine rationale, für x = 0 verschwindende 

ganze Function ist und k,! Constanten bedeuten. (Dabei ist 

zu beachten, dass g(x) und ebenso eine der Grössen k, l auch den 

Werth Null haben kann, also auch eine Constante als Primfunetion 

zu betrachten ist.) 

Hierzu ist noch Folgendes zu bemerken. 

Das Product, durch welches G(x) dargestellt wird, convergirt — 
wenn es aus unendlich vielen Factoren besteht — unbedingt und zu- 
gleich für alle Werthe von x, deren absoluter Betrag eine willkürlich 
anzunehmende Grenze nicht übersteigt, gleichmässig, vorausgesetzt, 
dass bei der angegebenen Zerlegung der Function G (æ) so verfahren wird, 
dass die Reihe 


co 


> Ae) 
y=l 
unbedingt und für die in Rede stehenden Werthe von a gleichmässig con- 
vergirt; was unter allen Umständen möglich ist. Denn unter dieser 
Voraussetzung braucht man nur nachzuweisen, dass das Product 


= 
II E ( e my) 
ya lly 
die angegebene Beschaffenheit besitzt, was der Fall ist, wenn die folgende 
Bedingung erfüllt ist: Nach Annahme zweier positiven Grössen ë, ò, von 
denen die erste beliebig gross, die andere beliebig klein sein kann, muss 
es möglich sein, eine Zahl » so zu bestimmen, dass das Product aus be- 
liebig vielen derjenigen Functionen 


E Fa ; my) 
in denen yv >n, für jeden Werth von x, dessen absoluter Betrag kleiner 
als & ist, von der Einheit um eine Grösse abweicht, die ihrem absoluten 
Betrage nach kleiner als 6 ist. Dies ist aber in der That möglich. 
Nimmt man nämlich n so gross an, dass |a| > Ẹ ist, sobald v > n, 
so hat man für jeden Werth von v, der grösser als n, und jeden Werth 
von x, dessen absoluter Betrag nicht grösser als & ist, 


oo 1 PN ELN 
igi ba r+my a 
vl 
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und es ist daher, wenn man von diesen Functionen Æ ( 


E m) beliebig 
viele auswählt und das Product derselben gleich 7 


=f) 
e 


setzt, 


f(x) | stets kleiner als 


Co 


r+my 


svt 


ER 
7: rmy | dy | 
von welcher Grösse gezeigt worden ist, dass sie für einen unendlich 
grossen Werth von n unendlich klein wird; woraus sich das Behauptete 
sofort ergiebt. 

Es ist ferner zu beachten, dass die in den Primfactoren der Function 
G(x) vorkommenden Exponentialgrössen nicht vollständig bestimmt sind. 
Nimmt man nämlich eine Reihe rationaler ganzer Functionen g,(æ)- so 
an, dass für jeden Werth von x 


co 
! a — 
SH (z) = 0 
y=l 
ist — was auf unendlich viele Arten geschehen kann — so ändert der 


Ausdruck von @(x) seinen Werth nicht, wenn man in jedem seiner 
Factoren 


gy (x) + g, (a) für g(x) 


setzt. Umgekehrt erhellt, dass man auf diese Weise alle möglichen Dar- 
stellungen von @(x) in der Form eines aus Primfunctionen gebildeten 
Products erhält. 

Endlich möge noch bemerkt werden, dass in dem häufig vorkommenden 
Falle, wo für eine bestimmte ganze und positive Zahl p 
>, 


v=1 


ı ı# 


Ay 


einen endlichen Werth hat, die in den Functionen Æ = : my) vorkommenden 


w 


Zahlen m,, m,,... alle gleich (p — 1) gesetzt werden können.*) 


*) Die in diesem und dem folgenden § enthaltenen Sätze habe ich bereits im Herbst 
1874 in meinen Universitäts- Vorlesungen ausführlich vorgetragen. 
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3. Eindeutige Functionen von x mit Einer wesentlichen 
singulären Stelle. 


Ist f(x) eine eindeutige Function von x mit der einen wesentlichen 
singulären Stelle co, so lässt sich in dem Falle, wo sie ausserdem beliebig 
viele (auch unendlich viele) ausserwesentliche singuläre Stellen hat, eine 
Function G(x) herstellen, für welche die Reihe der Null-Stellen identisch 
ist mit der Reihe der Null-Stellen der Function 


= 
f(x) j 


Dann ist @,(#).f(=) ebenfalls eine ganze Function von æ, und man hat, 
wenn diese mit @,(x) bezeichnet wird, 


a G (a) 
f(x) aa G (x) s 


Zugleich sind diese Functionen G, (a), G (x) so beschaffen, dass sie für den- 
selben Werth von a nicht beide verschwinden. Und umgekehrt, wenn 
man zwei ganze Functionen von dieser Beschaffenheit willkürlich an- 
nimmt, und wenigstens eine von ihnen transcendent ist, so stellt der 
Quotient 

a) 

G, (x) 


eine eindeutige Function von a mit der einen wesentlichen singuliren 
Stelle co dar. 

Ist ferner f(x) eine eindeutige Function mit einer (wesentlichen 
oder ausserwesentlichen) singuliren Stelle ce, so verwandelt sich, wenn 
man 

1 


g! = — 
a—¢ 


setzt, f(x) in eine Function von x’ mit der einen singulären Stelle oo, 
woraus sich 


fey 0,4.) 
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ergiebt. Dabei ist @ eine transcendente oder rationale Function, jenachdem 
die singuläre Stelle ¢ eine wesentliche oder ausserwesentliche ist. 

Ebenso ergiebt sich als allgemeiner Ausdruck einer eindeutigen 
Function von =, welche ausser einer wesentlichen singuliren Stelle c 
beliebig viele ausserwesentliche hat, der Quotient 


Zen 


wo die Funetionen G,, @, nicht beide für einen und denselben Werth 
von x verschwinden, und wenigstens eine von ihnen transcendent ist. 


4. Ein Hülfssatz. 


Ist F(y) eine eindeutige Function, welche nur die eine wesentliche 
singuläre Stelle co hat, und (x) eine rationale Function nten Grades, 
welche an n verschiedenen Stellen (e, , . . . ¢„) gleich co wird, so verwandelt 
sich F(y), wenn man y = ¢(a) setzt, in eine eindeutige Function von 
x mit den n wesentlichen singulären Stellen (c, ,...c¢,). Man überzeugt 
sich indessen leicht, dass man auf diese Weise nur besondere Functionen 
dieser Art erhält. Wohl aber ist es möglich, wie bereits in § 1 angegeben 
worden und jetzt bewiesen werden soll, jede eindeutige Function f(s), 
deren wesentliche singuläre Stellen (c, .... c„) sind, in der Form 


2—1 


NALON Far 


y=0 


darzustellen, wo ¢ irgend eine der Grössen c,,... Cy bedeutet. 
Ich will zuerst annehmen, dass eine der wesentlichen singuliiren 
Stellen von f(x), z. B. ¢,, den Werth co habe, so dass 


kitl he 
2) Ket he tr ee 
p(x) to + ha © — Cy x n 


ist, wo von den Constanten /,,...%, keine den Werth Null hat. Nimmt 
man dann zwischen x und einer andern Veränderlichen y die Gleichung 


lz) = y 
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an, so gehören zu jedem endlichen Werthe von y im allgemeinen n eben- 
falls endliche und zugleich von den Ca, +-+ Cp verschiedene Werthe von x, 
welche mit x, ,... x, bezeichnet werden mögen; und man kann, wenn von 
denjenigen speciellen, nur in endlicher Anzahl vorhandenen Werthen von Y 
für die unter den Grössen «,,... x, Sich gleiche finden, vorläufig abgesehen 
wird, n von y abhängige Grössen fy, Fise- Fn dergestalt bestimmen, 


dass 

n—1 

>> Fy x" = f(x) ist fir «= -2,,.. iT a 

v=0 
Setzt man 

> d(x 
Ma)=@-2)...@—2,), t AA, 

so ist 


n—1 


DEE fed. He) , 


II'(ay) L—Ly 


woraus sich — wenn 
“ 4 —] p r n—2 i r 
(a) = a" +X, a" + Xa  +-.-4+X, 
gesetzt wird, so dass also 


I(x A Br Ar E = 
Ti =a" HH (+X, HA + (lt Ha) 
¥ 


id 


ist — die folgenden Formeln ergeben: 


poa 5 f(xy) 


<= M(x)’ 
yf (ay) wer ay f (ay) 
Fia- Dire) + Ure)’ 


F,4= > f(xy) MEE: 5 ay f (2x) | VL >> ayf ay) 


er) ? Tele) st. ep TD 
sr fe) 51 yf (xy) | Sty Ne) 
Ah = 2 Me) : age N > Me) E a RE aie 2 I) : 
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Von diesen Ausdrücken F, F,,... F,_, ist nun zu zeigen, dass sie ein- 
deutige Functionen von y mit der einen wesentlichen singulären Stelle 
oo sind. j 

Setzt man fenn deee Dr Neral 


a. > : E ; in & Glaser P-Y o megap 
(x Cy) PETE e. u Ya), Ania Weg he Aa hr pH 
so ist ot yt, um dy G 


Ya) (Pr) — y) = k Mz), pe, An G [Lely un È 


und es sind demnach X, ,.. X, _, sämmtlich ganze lineare Functionen von y. 
Die Ausdrücke 


5 fE ) ay f(x) e ay fa) 
> he ay? ST II' (ay) ard Ta) 


ferner, in denen die Grössen x, ,...2, ebenso wie in X, ,... A, symme- \ 
trisch vorkommen, haben gleichfalls eindeutig bestimmte Werthe für jeden 

Werth von y, der nicht zu den vorläufig ausgeschlossenen gehört; es 

reicht dies aber nicht aus zu dem Nachweise, dass sie — und mit ihnen 
F,,..F,_, — Funetionen der angegebenen Art von y sind, sondern es 
muss auch gezeigt werden, dass sich dieselben, wenn y in der Umgebung 
irgend eines bestimmten endlichen Werthes b angenommen wird, entweder 
unmittelbar oder doch, nachdem sie mit einer gewissen ganzen positiven 


Potenz von (y — b) multiplicirt worden, in der Form 


o ?PW- 


darstellen lassen. 


Wird zunächst b so angenommen, dass unter den Wurzeln der Glei- 
chung p(x) =b, welche mit a,,...«, bezeichnet werden mögen, keine 
zwei gleiche sich finden, so ist 


¢' (a,) vl... 
nicht gleich Null, und es hat also die Gleichung 
(x) a 2, 


welche, wenn x in der Umgebung von a, angenommen wird, auf die 
Form 


pa). (e-a) +i 9" (dy) @- a) + yd 
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gebracht werden kann, für hinlänglich Kleine Werthe von (y — b) eine 
in der Form 


ay + (y — b) SE — 8) 


darstellbare Wurzel. Wird diese mit x, bezeichnet, so hat man, da II'(a,) 
nicht gleich Null, und «a, nicht eine der wesentlichen singulären Stellen 
der Function f(x) ist, fir A=1,...n, 


7 ‘(x,) =m — 
Hy Me) _ @,— a) a a), 
v 


wo m, Null oder eine ganze positive Zahl ist, jenachdem f(x) in der Um- 
gebung von a, sich regulär verhält oder nicht. Bedeutet also m die 
grösste der Zahlen m,,...m,,, so ist 


n A-1 ff, 
X f Ly A 
(y —b)" > | En = xp" (y —b). 
v= 1 v. 


Hat aber b einen solchen Werth, dass die Gleichung 


olw) = b 


weniger als n von einander verschiedene Wurzeln besitzt, so sei æ eine 
derselben, und » die Ordnungszahl der niedrigsten Ableitung von ¢(2), 
welche für x = «a nicht verschwindet. Dann lässt sich die Gleichung 


p(x) RAE, 
wenn x in der Umgebung von a angenommen wird, auf die Form 


T ® es, 1 (ut) BEN eae ene 
Th (a). (x — a) + hea (a) (£ -a) + y—b 


bringen, und es giebt, wenn man 


ee» Pi 
g(a) 


setzt, eine Reihe von der Form 


a +n Pa), £ 


http://rcin.org.pl 


32 Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen. 
welche, für x gesetzt, bei hinlänglich kleinen Werthen. von (y — b) die 
Gleichung 

va) =y 
befriedigt; wobei zu beachten ist, dass B(n) für n = 0 nicht verschwindet. 
Fixirt man also einen der u Werthe von 7) und setzt 


Qn 
E 
e=¢ , 


= a+ PR), % =a+enPen), ... 2, =04 ey Ren) - 
so sind &,,%,,...2, diejenigen p Wurzeln der Gleichung, welche für 
y= den Werth «a annehmen. Man hat dann, da die niedrigste Ablei- 


tung von I(x), welche für y=b, «=a nicht verschwindet, die pte 
im, fir v—1, ... js 


LODS nay +(n—1) 2X, Ty +k = Faas tii Re m), 


wo Be” n) für y = 0 nicht verschwindet, und, wenn für Werthe von æ 
in der Umgebung der Stelle « 


f(x) = (Œ — a) " [4+ A,(@ — a) +--+], 
so ist 


a) en va, a) 

eu ae a. | 

Aus der Reihe auf der rechten Seite dieser Gleichung müssen nun, da 
Ser 
a 


Neil 


nur für solche ganzzahlige Werthe von p, die durch u theilbar sind, einen 
von Null verschiedenen Werth hat, alle Potenzen von n, deren Exponent 
nicht ein Vielfaches von p ist, fortfallen; und es ist daher 


H Al f ye. 
Da RG. 
\ y 


Hat also .die Gleichung 
p(x) = b 
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r von einander verschiedene Wurzeln a,....«,, und haben p,, m, für a, 
dieselbe Bedeutung wie im Vorstehenden p, m für a, so ergiebt sich für 
hinlänglich kleine Werthe von (y — b) 


n A—1 ¢ n. > 

Et 2 MD 

a $ FA os > (y—b) P By (y—b), 
y 1 


vl 


und somit, wenn jetzt m die grösste der Zahlen m,, bedeutet, ganz so 
wie in dem Falle, wo unter den Wurzeln der Gleichung (x) = b sich 
keine zwei gleiche finden, 


(y — 5)" © a) _ 3 (y — b) 
Y Faas It" (&,) Y ; 
Hiermit ist bewiesen, dass die Ausdriicke 
SS ya (A=1,...n) 


und daher auch die Grössen F,,.../,_,, welche jetzt mit 


F(y), lds Fy) 


bezeichnet werden mögen, eindeutige Functionen der Veränderlichen y mit 
der einen wesentlichen singulären Stelle co sind. Zugleich folgt aus dem 
Vorstehenden, dass F (y), ... F,_,(y) in dem Falle, wo es für die 
Function f(x) ausserwesentliche singuläre Stellen nicht giebt — die Zahl 
m also stets gleich Null ist — sämmtlich ganze Functionen von y sind. 

Der Definition dieser Functionen f(y) gemäss besteht nun die 
Gleichung 


n—1 


> 2’ F, 0) =f), 


v=0 


wenn für irgend einen endlichen Werth von y die Grösse x der Gleichung 
(x)= y genügt. Versteht man also unter x’ irgend einen endlichen, 
von den «,,...c, verschiedenen Werth und setzt y = ọ(x'), so kann 
. man x = x' nehmen, und erhält dann 


DAG (er) = f(a") ; 
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d.h. es gilt für jeden Werth von x, der nicht in der Reihe (C0, EPRE 
enthalten ist, die Gleichung 


n—1 
> F (pa) = fie). 


E] 


Es ist angenommen worden, dass c, gleich co sei, weil dann einem 
endlichen Werthe von y stets endliche Werthe der Grössen x,, ... £, ent- 
sprechen, und somit bei dem Beweise des vorstehenden Satzes das Ver- 
halten der Functionen F,(y) in der Umgebung der Stelle co nicht be- 
sonders untersucht zu werden braucht. Sind aber c,, ... ¢,, sämmtlich end- 
liche Grössen, so setze man 


und bezeichne mit #(2), f(z) die Functionen, in welche sich ¢(x), f(x) 
dadurch verwandeln. Dann hat man 

or Re ki, 

P(e) =k, +. ¢-+—|- +: 


Ca Z— Cy 
— wo die (k', c') wieder Constanten bedeuten — und es sind (co, TR c) 
die wesentlichen singulären Stellen für die Pa f(z). Man hat also, 


wenn man jetzt die Functionen F,(y), ... F,_,(y) für die Function f(z) 
ebenso bestimmt wie im Vorhergehenden für f(x), 


Nn—1 i 
> F,@@) =f, 
y= 0 r 

oder 


n—1 


LA). (5) =f). 


In dieser Form, welche in die vorher aufgestellte iibergeht, wenn 
man c,= co setzt, kann also die Function f(x) stets dargestellt werden, 
wenn 9(x) eine beliebige rationale Function nten Grades ist, welche an 
jeder der n wesentlichen singulären Stellen der ersteren unendlich gross 
wird.*) 

*) Es lassen sich leicht auch ähnliche Ausdrücke von f(x), in denen die Grössen 


Cis »+- C, symmetrisch vorkommen, aufstellen, es genügt aber der vorstehende für den 
zunächst ins Auge gefassten Zweck. 
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5. Eindeutige Functionen von x mit einer endlichen 
Anzahl (wesentlicher oder ausserwesentlicher) singulärer 
Stellen. 


Eine rationale Funetion f(x) mit den singulären (ausserwesentlichen) 
Stellen c,, ... c, lässt sich bekanntlich in der Form 


darstellen, wo @,,...@,, rationale ganze Functionen bedeuten. 

Es soll nun gezeigt werden, dass jede eindeutige Function f(x) mit 
einer endlichen Anzahl (wesentlicher oder ausserwesentlicher) singulärer 
Stellen (c,,...c,) in derselben Form ausgedrückt werden kann, und zwar 
dergestalt, dass unter den Functionen 


My SOE Es 
Ea) 


so viel transcendente vorkommen, als f(x) wesentliche singuläre Stellen hat. 

Es möge zunächst f(x) nur wesentliche singuläre Stellen haben. 
Dann sind, wenn man f(x) auf die im vorhergehenden § auseinander- 
gesetzte Weise in der Form 

n—1 
1 y 

F q x . Be 

Fo) (5, 


v=0 


darstellt, die Functionen F,(y), wie nachgewiesen worden ist, sämmtlich 
ganze Functionen von y, so dass man 


F (p) = >) (Fa. PRE) 
A=0 


hat, wo die F, , von x unabhängige Grössen sind. 
g* 
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Für alle Werthe von x, bei denen der absolute Betrag von (a — ¢,) 
unterhalb einer bestimmten Grenze bleibt, ist nun 


L— 


1 
P(x) = aoe Be —€,), 
1 
ra RR 
F,(¢(a)) = Di E, -(@—¢,) P@-0)); 
A=0 
und somit, wenn man 


x co 
P e- c) zaj 2 Ay (a ba ay 
u=0 


setzt, 


oo un 
Dr, a Aip 0) 
p=0 


F90) =>) 


A=0 


Die Doppelsumme auf der Rechten dieser Gleichung hat aber die Eigen- 
schaft, dass sie convergent bleibt, wenn man jedes ihrer Glieder durch 
dessen absoluten Betrag ersetzt. Convergirt nämlich die Reihe B(x — cy); 
wenn der absolute Betrag von (æ —c,) kleiner als ọ ist, so lässt sich eine 
positive Grösse g so bestimmen, dass jeder Coéfficient von P(x — c) dem 
absoluten Betrage nach kleiner ist als der entsprechende Coéfficient in der 
Entwickelung der Funetion 


und dann ist, wenn |#—c,| = & gesetzt und & <p angenommen wird, 


> 


p=0 


E EA EEE PHE E\—A 
Ay (x -c,) a <9 E (1--) ; 


also 


co co 
a 5 
A=0 p=0 


(Fy a-4a,y@—a) ") 


oo he -À 
A(t h- Y, 


\ 
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woraus sich das Behauptete sofort ergiebt, indem die Summe 
oo N | x 
F. (| By XI-a ) 
A=0 


fiir jeden endlichen Werth von y einen ebenfalls endlichen Werth hat. 

Die Doppelsumme, durch welche /,(%(x)) ausgedrückt worden, con- 
vergirt also unbedingt, und es ist daher gestattet, in ihr alle Glieder, 
welche dieselbe Potenz von (a — c,) enthalten, in eines zusammenzuziehen. 
Geschieht dies in den Ausdrücken sämmtlicher Funetionen 


F, (+(2)) ’ 


so ergiebt sich 


f(x) = pI 4G ae + Bw — ¢) 


x= l1 
für alle Werthe von x, bei denen der absolute Betrag von (x — c,) kleiner 


als p ist. 
Die Reihe 
a —) 
1 BC 


X= 


ER A nn 1 F 
convergirt hiernach für beliebig grosse Werthe von en, und ist also 
2% 
1 


eine ganze Function dieser Grösse, welche mit (5) bezeichnet 
6, 


werden möge. 
Man hat dann 


1) 
Ne) - 0, (z=) = B@— 4); 
d. h. die Differenz 


f(x) — G (sea) 


verhält sich in der Umgebung der Stelle c, regulär. 
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1 : ; ‘ 
) die Function, welche in Be- 
“= 


Versteht man nun unter G, ( 
y 


x 
ziehung auf die singuläre Stelle c, dieselbe Bedeutung hat wie @, io. =} 
5 1 


in Beziehung auf die Stelle c}, so ist 


eine eindeutige Function von x, welche sich in der Umgebung jeder be- 


=a) 


et 


liebig angenommenen Stelle regulär verhält. Denn die Function a,( 


verhält sich regulär in der Umgebung jeder von c, verschiedenen Stelle; 
es könnte also jene nur die singulären Stellen c,,...c, haben, was nach 
dem eben Bewiesenen nicht der Fall ist — und hieraus folgt, wie schon 
in § 1 gezeigt worden, dass sie einen constanten Werth hat, der mit C 


bezeichnet werden möge. 


Es ist also 
N 
1 
f(a) = +3): 


v=1 


oder auch, wenn man zu den Functionen G,,...G@, Constante 
Glieder, deren Summe gleich C ist, hinzufügt 


WR). 


Fry L = Cy 


Wenn nun ferner f(x) die m wesentlichen singulären Stellen (¢,, ... Cm), 
und die (n — m) ausserwesentlichen (¢,, 4, ++: c,) hat, so lässt sich, wenn v 
eine der Zahlen (m-+-1),... ist, und x in der Umgebung von c, an- 
genommen wird, 


(v) 
pa 2 


f(z) in der Form (z — e) "”. IC, t- 0” (£ —c,)+ ) 


darstellen. Setzt man also 


My—1 


v) —m, +% 1 
Be es 
x=0 X Cy 


DI) OI 


y=m+1 
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so ist f (x) eine eindeutige Function, welche m wesentliche singuläre 
Stellen (c,, ... ¢,,), aber keine ausserwesentliche hat, und deshalb nach 
dem Vorhergehenden in der Form 


m 


2 le) 


va] 


dargestellt werden kann. 
Man hat also auch in diesem Falle 


fe) - Del), 


vl 


mit dem Unterschiede, dass jetzt unter den Functionen @, nur 
m transcendente sich finden. 


Hiermit ist der in § 1 unter (B, 1) angegebene Satz vollständig 
bewiesen.*) 


6. Eindeutige Funetionen von x, welche n wesentliche 
singuläre Stellen besitzen, an jeder andern Stelle aber 
einen endlichen und von Null verschiedenen Werth 
haben. 


Ist f(x) eine Function dieser Art, so hat man, wenn x in der Um- 
gebung irgend einer nicht singulären Stelle « angenommen wird, 


f(x) = A -4 A, (2 — a) 4 A, (a—aj?+---, 


wo A, nicht gleich Null ist. Daraus folgt, wenn «a nicht oo ist, 


BR. ER RR A 
f(z) dæ i 
*) Es bedarf kaum der Erinnerung, dass unter Voraussetzung einiger Sätze, die 

nicht den ersten Elementen der Functionenlehre angehören, der im Vorstehenden ent- 
wickelte Ausdruck von f(x) auf kürzerem Wege ohne den im vorhergehenden § be- 
wiesenen Hülfssatz hätte hergeleitet werden können. Indess giebt dieser Hülfssatz, 
auch abgesehen von dem Gebrauch, der von ihm gemacht worden ist, einen an sich 
bemerkenswerthen allgemeinen Ausdruck der untersuchten Functionen, den ich nicht 
übergehen mochte. 
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dagegen, wenn in dem Falle, wo die singulären Stellen (c,,...c¢,,) von 


f(x) alle im Endlichen liegen, a = co genommen wird, also x — a = $ 


y 


zu setzen ist, 


Die Funetion 


hat also nur die  singuliren Stellen c,,...¢,, und kann daher wie im 


vorhergehenden $ gezeigt worden, in der Form 


N 
1 
a) 
v=1 BE 

dargestellt werden, so dass in den Functionen @, kein constantes Glied 
vorkommt. 

Ist c, nicht co, und k, der Coéfficient von ———— in G,, so lässt 

U —ly 


sich 


G, es ) auf die Form - Ky + > a ( i ) 
2 € H 


Cy n A Cy dx 


$ = 1 N ‘ 1 
bringen, wo auch adz — j eine ganze Function von ——— ohne con- 
M Sd 5; L } 
y v 


stantes Glied ist. In dem Falle, wo die ec, simmtlich endliche Werthe 
haben, ist ferner, wenn x dem absoluten Betrage nach grösser als jeder 
dieser Werthe ist, 


n N 
1 1 1 1 
er Del) ~c+ Su, 
2 "Ae — Cy zah ze P 2 Dig 


es muss also 


Di 


v=1 


sein, und man hat 


1 df) daa Re ai ky 
Pty ga. de 2 (3 — x, DT a ; 


v=1 
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Wenn dagegen eine der Grössen c, den Werth co hat, so möge c, diese 
sein; dann ist 


1 
CG r ie C+ G(x) = «Gi, (2), 


N 


wobei man @,(0) = 0 annehmen kann; man hat also in diesem Falle 


aod en er 
f(x) da Gl ears +2 TG, 


Es ist nun zunächst zu zeigen, dass in beiden Fällen die k, sämmtlich 
ganze Zahlen sind. 

Man setze, unter p eine constante, und unter t eine veränderliche 
reelle Grösse verstehend, 


Ly = pe”, 
wo A im ersten Falle eine der Zahlen 1,...n und im zweiten eine der 


Zahlen 1,...(n — 1) bedeutet. Dann lässt sich, wenn man p hinreichend 
klein annimmt, in beiden Fällen die Summe der Grössen 


Eidir 
Le =O 
auf die Form 
ky idt +dPB(x, — 6) 


bringen; und es ist 


1 df(x,) t i 
er a $a (z a Di Bla, —)+hi. 


Daraus folgt, wenn man 


Ee core 


F(x) i ern 
setzt: 
fe) = Fa) eh“, 


wo C eine von t unabhängige Grösse bedeutet. 


http://rcin.org.pl 


42 Zur Theorie der eindentigen analytischen Functionen. 


Vermehrt man in dieser Gleichung t um 27, so bleibt x, ungeändert; 
es muss also 


é ne 1 


und somit k, eine ganze Zahl sein. 
Setzt man jetzt, unter C, eine Constante verstehend, 


N—E 


R*(@)= 0 II (x — e)” s 


y=l 


wo ¢=0 oder 1 zu nehmen ist, jenachdem c, einen endlichen Werth 
hat oder nicht, so ist 


— >, 
Bix)” AD ec, 


ı dk*a) _ by A 


und es ergiebt sich bei gehöriger Bestimmung der Constante C, 


n G Br 
wro teen. 


y=! 


Da nun in dem Falle, wo die Grössen c, sämmtlich endliche Werthe 
haben, 


n 
Sk =0 


v=1 


ist, so ist für x — co die Function R*(x) weder Null noch unendlich 
gross; sie ist also eine rationale Function von x, welche an jeder Stelle, 
die nicht zu den singulären Stellen von f(x) gehört, einen endlichen und 
von Null verschiedenen Werth hat. Für n = 1 redueirt sich dieselbe 
auf eine Constante. 

Es lässt sich also jede Function f(a) von der oben angegebenen 
Beschaffenheit in der bereits in $ 1 aufgestellten Form ausdrücken. 

Umgekehrt stellen die vorstehenden Formeln stets eine Function dieser 
Beschaffenheit dar, wenn man die Grössen ¢,, ... ¢, und die Function 
G. f a willkürlich, die Function R*(#) aber so annimmt, dass sie 

Yy 


die angegebene Eigenschaft besitzt. 
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Hierzu ist noch Folgendes zu bemerken. Wenn von einer eindeutigen 

: 3 4 1 
Function f(x) feststeht, dass nicht nur sie selbst, sonderen auch Fa) 


in der Umgebung jeder Stelle, welche nicht zu einer Reihe gegebener 
Stellen (c,,...¢,) gehört, sich regulär verhält, während über ihr Verhalten 
in der Umgebung einer der letzteren Stellen nichts bekannt ist, so ergiebt 
sich ebenso wie im Vorstehenden 


1 da) _ p, > PR RE. Sv io 3 > G, RER 
flx) da 7 en Ar — =) eo 0 da ,(; — =) 
s. Gal n—s i 
f(x) = R*(x) II e G = 6) ‚wo R*(x) = cfi (x — u”, 
y=1 v=1 


mit dem Unterschiede, dass jetzt die Functionen G, zum Theil oder auch 
alle gleich Null sein können. 


7. Eindeutige Funetionen von æ mit n wesentlichen und 
beliebig vielen ausserwesentlichen singulären Stellen. 


Das Verfahren, durch welches man mit Hülfe der in den §§ (2 — 6) 
entwickelten Sätze zu den in der Einleitung unter (B, 2) und (C, 1 u. 2) 
aufgestellten Ausdrücken einer eindeutigen Function f(x) mit einer end- 
lichen Anzahl wesentlicher singulärer Stellen gelangt, ist der Haupt- 
sache nach bereits in $1 so vollständig auseinander gesetzt worden, dass 
nur Weniges hinzuzufügen bleibt. 

Hat die darzustellende Function keine Null-Stellen, so sind 
die a. a. O. mit @ bezeichneten Functionen sämmtlich durch die Zahl 1 
zu ersetzen. 

Hat sie Null-Stellen in endlicher Anzahl, so kann man dieselben 
in beliebiger Weise den wesentlichen singulären Stellen zuordnen; es 


werden dann die a” sf 


a, rationale Functionen, welche zusammen- 
> v 


genommen dieselben Null-Stellen wie f(x) haben. Am einfachsten ist es 
in diesem Falle, eine der Functionen @'” so zu bestimmen, dass die 
Reihe ihrer Null-Stellen mit der von f(z) übereinstimmt, und die übrigen 
dann durch die Zahl 1 zu ersetzen. 
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In dem Falle endlich, wo f(x) unendlich viele Null-Stellen hat, 
giebt es unter den wesentlichen singulären Stellen mindestens eine — sie 
möge mit c, bezeichnet werden — die so liegt, dass in jeder Umgebung 
derselben unendlich viele Null-Stellen von f(x) vorhanden sind. Ist dann 
c, irgend eine der übrigen wesentlichen singulären Stellen, und versteht 
man unter C, diejenige Umgebung derselben, in welcher 


j 


[e-a | <e 


ist, so kann man p so klein annehmen, dass C, nur die eine wesentliche 
singuläre Stelle c,, und Null-Stellen nur in dem Falle enthält, wo in 
jeder Umgebung von c, sich solche finden. Wenn man dabei p auch so 
annimmt, dass an der Grenze von C, keine Null-Stellen liegen, und dann 
unter C, denjenigen Theil des Gebietes von x versteht, der nach Aus- 
scheidung von C,, C}, ... übrig bleibt, so ist das ganze Gebiet dergestalt 
in Theile C}, C,, ... zerlegt, dass sich in der a. a. O. beschriebenen Weise 


Functionen 
1 ‘ 1 
y(1) (2) = 
G r — = » G ve — 7 B 


bilden lassen, deren Null-Stellen beziehlich die in C}, C,, ... enthaltenen 
Null-Stellen von f(x) sind. Dabei ist, wenn es in einem dieser Theile 
keine Null-Stellen von f(x) giebt, die entsprechende Function @” durch 


1 zu ersetzen; woraus erhellt, dass man auf die angegebene Weise ver- 


fahrend die geringste Zahl von Funetionen er ard, erhält, für welche 
Er... 


die Gesammtheit ihrer Null-Stellen identisch ist mit der Reihe der Null- 
Stellen der Function f(x). 

Wenn nun ferner f(x) — wie in § 5 angenommen worden — 
n (wesentliche oder ausserwesentliche) singuläre Stellen (e,, ... cp) hat, 
so sind wieder drei Fälle zu unterscheiden. 

Die singuliren Stellen können sämmtlich wesentliche sein — dann 
ist, wenn man 


f(z) = Il Gg e i = f(x) 


vl 


setzt, f(x) eine Function von der im vorhergehenden § vorausgesetzten 
Beschaffenheit, so dass sie sich, da jede ihrer wesentlichen singulären 
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Stellen in der Reihe Ci; +++ Cp enthalten ist, in der Form 


Gaa) 


R*(x) TI e 


y=1 


darstellen lässt — wobei zu beachten ist, dass nach dem am Schluss d. a. § 
Bemerkten die Functionen G, zum Theil oder auch alle gleich Null sein 
können. Setzt man also 


u 1 
(y) SR igen 1 
G ig, ra e x (z =) es Gy € ) ‘ 
OSON TAS 


so ergiebt sich 


r-e z) o. 


v=1 


Hat ferner f(x) m wesentliche singuläre Stellen (c,,... c,,) und (n — m) 
ausserwesentliche (c,,,,,...¢,), S0 möge, wenn y eine der Zahlen m+1,...n 
ist, m, die kleinste positive ganze Zahl sein, durch welche bewirkt wird, 


dass 
(x — e)" f(a) 


für x= c, einen endlichen Werth erhält. Setzt man dann 


j Mm, 
G 1 ) 1 ) y in 
T -= —— yz=m s.. 
y be ana (; 2 Gi ? ( N ’ 


und 


(a) = -Fa I): 


v=m-+1 


so ist f(x) eine Function, welche die m wesentlichen siugulären Stellen 
(C,,-+++6,), aber keine ausserwesentliche hat, mithin in der Form 


ausgedrückt werden kann. 
Sind endlich c,,...c, sämmtlich ausserwesentliche singulire Stellen 
für die Function, und hat m, dieselbe Bedeutung wie oben, so ist, wenn 
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von den Grössen c,,...c,„ Keine den Werth co hat, 


. Cy 


f(x) =— fs) 


(x — cm fe (a — ¢,)™ 


wo G(r) eine ganze rationale Function von nicht höherem als dem 
(m,-++++-+-m,)ten Grade bezeichnet — dagegen, wenn c, = ©, 


oe G(x) 


(x—c,)™"...(a—c, one 
wo der Grad von G(x) den des Nenners um m, Einheiten übertrifft. Man 
kann daher in beiden Fällen f(x) auf die Form 


n 
j 1 
II G, Fe 


) eine ganze rationale Function myten 
Yy 


bringen, in der Art, dass a ( 


"Er 
- i En 
Grades von ist. 
T — Cy 
Hiernach kann also.jede eindeutige Function von x mit n singulären 
Stellen in der in § 1 unter (B, 2) aufgestellten Form 


II G, (; z A . R*(a) 


ausgedrückt werden. Dabei ist zu beachten, dass R*(r) — wie a. a. O. 
angegeben worden — nur an solchen Stellen, welche sich unter den 
wesentlichen singulären Stellen der darzustellenden Function finden, 
Null und unendlich gross wird; so wie auch, dass keine der Functionen 


1 ; l ; 
G, ( pr J wenn dieselben in der beschriebenen Weise gebildet werden, 
2—c, 


an einer der Stellen e,,...c, verschwindet und sich auch nicht auf eine 
Constante redueirt. Zugleich erhellt, dass, wenn die Functionen Gy, 2* 
diesen Bedingungen gemäss, im Übrigen aber willkürlich angenommen 
werden, die vorstehende Formel auch stets eine eindeutige Function von æ 
mit n singulären Stellen dargestellt. 
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Jetzt sei f(x) eine beliebige eindeutige Function mit den n wesent- 
lichen singulären Stellen (c, ... c,). Dann ist wieder, wenn man unter 


1 1 
Wir £ E] s.. G g = =) 


A ; ; Gini. : 

die Functionen versteht, welche zur Function fa) in derselben Beziehung 
x 

stehen wie 


(1) 1 my) 7 i 
G (he EA 


zu f(x)*) — so dass die Gesammtheit ihrer Null-Stellen identisch ist mit 


der Reihe der Null-Stellen von p und 


f(x) 


setzt, f (x) eine Function von derselben Beschaffenheit wie die im Vor- 
stehenden so bezeichnete. Man erhält also, wenn man für dieselbe den 
angegebenen Ausdruck setzt und 


1 
a” 1 ). Ga) mit G, ; ) 


T — ty s aS 


bezeichnet 


v=1 


Dies ist der in § 1 unter (C, 2) gegebene Ausdruck von f(x). 


*) Es ist zu beachten, dass die zur Definition der Functionen G, y erforderliche 
Zerlegung des Gebietes von x in n Theile den in Beziehung auf die Function f(x) ge- 
gebenen Bestimmungen gemäss auszuführen ist, so dass diese Theile nicht nothwendig 
dieselben werden wie die vorhin mit C,, C}, ... bezeichneten. 
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Die in diesem Ausdrucke vorkommenden Functionen @,,...@,, sind 
so beschaffen, dass nicht zwei derselben eine gemeinschaftliche Null-Stelle 
haben, und auch keine von ihnen an einer der Stellen e,,.... ¢,, verschwindet. 
Ferner ist von den Factoren des Nenners jeder, welcher nicht unendlich 
viele Null-Stellen hat, eine rationale Function, und der entsprechende des 
Zählers dann nothwendig eine transcendente. Dabei darf angenommen 
werden, dass die Anzahl derjenigen Faetoren des Nenners, welche nicht 
gleich 1 sind, ein Minimum sei; dann ist in dem Falle, wo f(x) unendlich 
viele ausserwesentliche singuläre Stellen hat, jeder dieser Factoren eine 
Function mit unendlich vielen Null-Stellen, während im entgegengesetzten 
Falle der Nenner sich auf eine rationale Function von æ mit Einer — in 
der Reihe e,,...c, enthaltenen — singulären Stelle, oder auch auf eine 
Constante reducirt. R*(x) hat dieselbe Bedeutung wie im vorher be- 
trachteten Falle. 

Zugleich ist klar, dass der vorstehende Ausdruck stets eine eindeutige 
Function von æ mit den n wesentlichen singulären Stellen (e,,...«,„) dar- 
stellt, wenn die Funetionen 


oa ars ERA Eer i Gl) Gl >): R*(x) 


n 


so angenommen werden, dass sie die angegebene Beschaffenheit haben, im 
Übrigen aber willkürlich gewählt sind. 
Die Function R*(x) kann in der Form 


wo c, eine beliebige der Grössen c,,...¢, bedentet, dergestalt ausgedrückt 


werden, dass R, G; rationale ganze Functionen von 7 _ ohne ge- 


meinschaftlichen Theiler sind. 

Es lässt sich also der allgemeinste Ausdruck einer ein- 
deutigen Function von æ mit den n wesentlichen singulären 
Stellen e,,...c, auch in der Form 


114... en ~ 3 
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darstellen, wo die Functionen G,, ... @,, dieselbe Beschaffenheit 
wie in dem vorhergehenden Ausdruck haben, mit der Modifi- 
cation, dass jetzt auch ein Factor des Zählers und der ent- 
sprechende des Nenners an einigen der Stellen 015 +++ Cy Beide 
verschwinden können. 

Übrigens erhellt, dass beide Ausdrücke, wie auch die Functionen 
G,,... Gop angenommen werden mögen, stets eine eindeutige Function 
von x darstellen, deren wesentliche singuläre Stellen sich sämmtlich in 
der Reihe c,, ... c, finden; so wie auch, dass c, wirklich eine wesentliche 
singuläre Stelle dieser Function ist, wenn unter den übrigen Grössen c, 
keine ihr gleiche sich findet und der Quotient ý : 


Aleta) 
RUS 


ur er in, 


sich nicht auf eine rationale Function reducirt. 

Der zweite Ausdruck von f(x) kann nun auf doppelte Weise noch 
weiter entwickelt werden. 

Setzt man 


f@) = nat 
co) Fhe) 
fata) Zug tl RE is : x) 


so sind f (x), f,(~) Functionen von x, welche sich in der Umgebung jeder 
von ¢,,... Cp verschiedenen Stelle regulär verhalten, und deshalb nach 
§ 5 in der Form 


fı @)=4+ 24 PR Ay, (x — ay; 


v=1 p=] 


f(x) =B+> 3 A, (x pm ay 


y=1 =l 
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dargestellt werden können, wo die Coéfficienten 


Constanten und so beschaffen sind, dass die Reihen für jeden von c,, ... €, 
verschiedenen Werth der Veränderlichen x unbedingt convergiren. So 
ergiebt sich der in § 1 unter (C, 1) aufgestellte Ausdruck von f(x). 

Wenn man ferner das in $ 2 auseinander gesetzte Verfahren zur Zer- 
legung einer ganzen eindeutigen Funetion in Primfactoren auf die Func- 
tionen G,, ... G,, anwendet, so erhält man jededer Functionen f, (x), /,(~), 
wofern sie nicht selbst eine Primfunction ist, als Product von (rationa- 
len oder transcendenten) Primfactoren dargestellt, und zwar so, dass die 
singuläre Stelle jedes einzelnen eine der wesentlichen singulären Stellen 
von f(x) ist, und das Product, falls es aus unendlich vielen Factoren be- 
steht, in jedem Theile des Gebiets von x, der weder im Innern noch an der 
Grenze eine der Stellen c,, ... c, enthält, unbedingt und gleichmässig 
convergirt. 

Hiermit ist vollstindig nachgewiesen, wie sich jede eindeutige Func- 
tion f(x) mit einer endlichen Anzahl wesentlicher singulärer Stellen aus 
den einfachsten Functionen mit Einer (wesentlichen oder ausserwesent- 
lichen) singulären Stelle durch arithmetische Operationen zusammensetzen 
lässt. > 

Es bleibt aber noch übrig zu ermitteln, wie eine solche Function sich 
in der Umgebung einer ihrer wesentlichen singulären Stellen verhält. 


8. Verhalten der untersuchten Functionen in der Um- 
gebung einer ihrer wesentlichen singulären Stellen. 


Ist f(x) eine ganze eindeutige Function, so weiss man, dass es un- 
endlich grosse Werthe von x giebt, für welche der Werth von f(x) eben- 
falls unendlich gross ist — mit andern Worten, dass sich, wenn a, b 
zwei willkürlich angenommene positive Grössen sind, unter den Werthen 
von x, die ihrem absoluten Betrage nach grösser als a sind, stets solche 
finden, für die der absolute Betrag von f(x) grösser als b ist. 

Dasselbe gilt für jede eindeutige Function von x mit der einen wesent- 
lichen singulären Stelle co. Man denke sich nämlich eine solche Function 


» 
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so, wie in § 3 angegeben worden, in der Form 


G, (2) 
G; (x) 


ausgedrückt, so hat man zwei Fälle zu unterscheiden. Ist der Nenner 
eine transcendente Function, so verschwindet derselbe für unendlich viele 
Werthe von x; unter diesen giebt es also nothwendig unendlich grosse, 
und in einer unendlich kleinen Umgebung eines solchen Werthes ist der 
Werth von f(x) unendlich gross, Ist aber @,(x) eine rationale Function, 
so kann 

G(x) 


ote auf die Form = +G (x) 
ZO nA 


in der Art gebracht werden, dass @,(x) eine rationale ganze Function von 
niedrigerem Grade als @,(x), und G,(x) eine transcendente ganze Function 
ist; woraus sich, da der Quotient 


Gala) 
G, (x) 


fiir jeden unendlich grossen Werth unendlich klein ist, die Richtigkeit 
des Behaupteten auch in diesem Falle ergiebt. 

Dies vorausgeschickt bedeute jetzt f(x) wieder eine beliebige ein- 
deutige Function mit einer endlichen Anzahl wesentlicher singulärer Stellen, 
so kann dieselbe, wenn c irgend eine dieser Stellen ist, nach dem vor- 
hergehenden $ in der Form 


dergestalt ausgedrückt werden, dass F(x) in der Umgebung der Stelle c 
sich regulär verhält, aber für x =c nicht verschwindet. Es giebt 


also, wenn p, & positive Grössen sind, von denen die erste beliebig klein 
: 4* 
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und die andere beliebig gross angenommen werden kann, Werthe von x, 
für die 
Ie-e|<p, If@|>R 
ist. 
Nun hat aber, wenn C eine willkürlich anzunehmende Grösse bedeutet, 
die Function 


IE EN 
f@)— C 


dieselben wesentlichen singulären Stellen wie f(x); es existiren also auch 
Werthe von x, für die 


>E, id ole 


1 
p —— c| <p, Pom 
ist. 

Hiernach ändert sich die Function f(x) in einer unendlich 
kleinen Umgebung der Stelle c in der Art discontinuirlich, 
dass sie jedem willkürlich angenommenen Werthe beliebig nahe 
kommen kann, für x= c¢c also einen bestimmten Werth nicht be- 
sitzt; was sich in den entwickelten Ausdrücken der Function 
dadurch zu erkennen giebt, dass dieselben für x = c aufhören, 
eine Bedeutung zu haben. 


ae SPS SQ Ses 
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Über einen functionentheoretischen Satz 
des Herrn G. Mittag-Leffler. 


Aus dem Monatsbericht der Königl. Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin vom August 1880. 
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Uber einen funetionentheoretisehen Satz des 
Herrn G. Mittag-Leffler. 


Aus dem Monatsbericht der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
vom August 1880. 


In den Berichten der Akademie der Wissenschaften zu Stockholm*) 
a. d. J. 1877 hat Herr Mittag-Leffler im Anschluss an meine in den 
Denkschriften unserer Akademie a. d. J. 1876 veröffentlichten Unter- 
suchungen über die eindeutigen analytischen Functionen einer Veränder- 
lichen einige sehr beachtenswerthe Theoreme entwickelt. Unter denselben 
ist von besonderer Wichtigkeit das nachstehende, auf welches näher ein- 
zugehen ich aus dem Grunde Veranlassung habe, weil es mir dazu gedient 
hat, die Ergebnisse meiner Arbeit in mehreren wesentlichen Punkten zu 
vervollständigen: 
„Es seien gegeben 
1) eine unendliche Reihe bestimmter endlicher Grössen: 


yy Bgy Ags ser; 


unter denen keine zwei gleiche sich finden, und die der 
Bedingung 
Lim. a, = co 


v=oo 
genügen; und 
2) eine unendliche Reihe rationaler Functionen einer Verän- 
derlichen x: 


f(x), f(x), f(x), m 


von denen f(x) nur an der Stelle (x = a,) unendlich gross 
wird, und für £=co verschwindet. 


*) Öfversigt af Kongl. Wetenskaps-Akademiens Förhandlingar, 1877. 
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Dann lässt sich stets eine eindeutige analytische Function F(x) 
mit der einen wesentlichen singulären Stelle co bilden, welche 


nur an den Stellen a,, @,, d,, ... unendlich gross wird, und 
zwar so, dass — für jeden bestimmten Werth von v — die 
Differenz 

F(x) — f,(&) 


an der Stelle (x =a,) einen endlichen Werth hat, und daher 
innerhalb einer gewissen Umgebung dieser Stelle 


F(x) in der Form f(x) + P(x — a) 


dargestellt werden kann.“ 
Herr Mittag-Leffler beweist diesen Satz, indem er zeigt, dass 
sich aus den gegebenen Functionen 


De er 
eine Reihe anderer rationalen Functionen: 
F(x), er FO), » «. 
dergestalt ableiten lässt, dass jede der Differenzen 
F(x) —f,@), F(a) — f(a), B@)-h@, :-- 


eine ganze Function von x oder eine Constante ist, und zugleich die 
unendliche Reihe 


> F@ 


v=1 


innerhalb jedes Bereichs, der keine der Stellen a,, a,, ag, ... enthält, 
gleichmissig convergirt, woraus sich folgern lisst, dass dieselbe eine 
Function F(x) von der angegebenen Beschaffenheit darstellt. 

Man kann indess für die Functionen F\(x) eine einfachere Bildungs- 
weise als die von Herrn Mittag-Leffler auseinandergesetzte angeben 
und dadurch den Beweis des Satzes erheblich vereinfachen. 

Man nehme eine unendliche Reihe positiver Grössen: 
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deren Summe einen endlichen Werth hat, und ausserdem eine ebenfalls 
positive Grösse £, die <1 ist, willkürlich an. 
Ist nun, für einen bestimmten Werth von y, a,—0, so nehme man 


F(x) = f(x). 


Wenn aber a, einen von Null verschiedenen Werth hat, so entwickele 
man f (x) in eine Potenzreihe 


co 

EENE 

> A! v) ot : 
Bo. © 


welche fiir jeden der Bedingung 


geniigenden Werth von x convergirt. Dann kann man eine ganze Zahl 
m so bestimmen, dass fiir jeden der Bedingung 


£ 


a, 


<e 


entsprechenden Werth von x der absolute Betrag von 


co 
(v) 
A i a! 
H=M 


4 


kleiner als e, ist.*) Nach Ermittelung dieser Zahl m nehme man 


m= V p 
F,(x) = f, (£) — > 4,2, 
1=0 


*) Nach Annahme einer positiven Grösse ¢,, die kleiner als 1, aber grösser als 
e ist, bestimme man eine Grösse g so, dass für jeden Werth von x, der den absoluten 
Betrag €, | a, | hat, 


ist. Dann hat man 
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wobei zu bemerken, dass F,(x) —/,(x) zu setzen ist, wenn m=0, und 
dass man 


F, v (æ) =a Py (x) 


hat, wo ọ,(x) eine rationale Function ist, die ebenso wie /,(=) nur für 
x — a, unendlich gross wird, und für = — co verschwindet. 

Nun sei x, irgend ein bestimmter endlicher Werth von x, der nicht 
in der Reihe 


ds ys As; ... 


enthalten ist, und p eine positive Grösse, die man so klein anzunehmen 
hat, dass auch unter denjenigen Werthen von æ, für die 


|? — y| EP, 


keine der Grössen a,, a, Ay, ... Sich findet. Dann kann, wenn ô irgend 
eine gegebene, beliebig kleine Grösse ist, eine ganze Zahl r so ange- 
nommen werden, dass für jeden der eben angegebenen Werthe von =, 
sobald vr, 


und somit 


ist. Die Reihe 


und es ist somit, wenn 


my 


co ai co x m g . 
| 24 |< tA E N) 


p= m 


Man kann nun unter den m, den kleinsten Werth mit m bezeichnen und so wählen, 


m 
dass —I_. (..) < ¢, ist. 
1 -i Eo 
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convergirt also, und zwar gleichmässig, für alle der Bedingung 
| x — x, Ep 


entsprechenden Werthe von æ, und kann daher, nach einem bekannten 
Satz, für diese auch in der Form einer gewöhnlichen Potenzreihe von 
(£ — x,) dargestellt werden. 

Ist ferner a, irgend eine der Grössen a,, @,, dy, ... , und nimmt 
man p so klein an, dass sich unter denjenigen Werthen von æ, für die 


|x- a| £P, 


a= 


ausser «a, keine der genannten Grössen findet, so ist nach dem Vor- 
stehenden die Reihe 


3,0) — F(a) 


v=1 


für die in Rede stehenden Werthe von x gleichmässig convergent und 
in der Form 
B(x $ a) 


darstellbar, so dass man 
> F,(&) = F(x) + Bla — a,) =f, (æ) + P (a — 4) 
vol 


hat. Damit ist bewiesen, dass die Reihe 


S Fa) 


y=) 


eine Function F(x) von der in dem angeführten Satze angegebenen Be- 
schaffenheit darstellt. 

Hierzu ist noch Folgendes zu bemerken. Ist G(x) eine beliebige 
(rationale oder transcendente) ganze Function von x, und setzt man 


F(a) = F(x) + Ga), 


so ist auch F(x) eine Function von der in Rede stehenden Beschaffenheit. 
Und umgekehrt, wenn F(x), F(x) irgend zwei solche Functionen sind, 
so ist die Differenz 


nothwendig eine ganze Function von x. 
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> 


ir 


Nunmehr sei f(x) irgend eine gegebene eindeutige analytische 
Function von æ, welche nur die eine wesentliche singuliire Stelle co 
besitzt, und an beliebig vielen andern Stellen 


Diy Gig) Fay ai 


gleich co wird, wobei in dem Falle, wo die Anzahl dieser Stellen un- 
endlich gross ist, angenommen werden darf, es seien dieselben so ge- 


ordnet, dass 
Lim. a, ==. 


V= 


Dann lässt sich, wenn a, eine l, mal zu zählende co-Stelle der Function 
f(x) ist, für die einer bestimmten Umgebung dieser Stelle angehörigen 
Werthe von x 


T . ~ tt 
(x —a,)' f(x) in der Form x Cp (a —ay 
darstellen; man hat also, wenn 


—l+p 


I-1 
f(x) = >) Ole — a,) 
p=0 


gesetzt wird, 


f(x) = f(x) + P ae ly), 


und es ist f (x) eine rationale Function von =, die nur für «=a, w- 
endlich gross wird, und für «oo verschwindet, 
Leitet man nun aus den Functionen 


f(x), hE), RE), +++ 
auf die in (1) beschriebene Weise die Functionen 
F(z), F,(e), Fl); --» 


ab — wobei man, wenn die Anzahl der co-Stellen von f(x) endlich ist, 
F(x) = f(x) setzen kann, es wird die Differenz 


f(a) — p> F,(z) 
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für keinen endlichen Werth von x unendlich gross, und es ist also 


fa) = Fa) +66), 
v 
wo G(x) wieder eine ganze Function von x bedeutet. 
Bringt man 


G(x) auf die Form Yo), 
E y 


in der Art, dass g (x), 9,(2), ... ganze und rationale Functionen von x 
sind, so hat man 


fæ) =) (Ee) + 9,(@)). 


Es lässt sich also jede eindeutige analytische Function f(z), 
für die im Endlichen keine wesentliche singuläre Stelle existirt, 
als eine Summe von rationalen Functionen der Veränderlichen x 
dergestalt ausdrücken, dass jede dieser Functionen im Endlichen 
nur eine co-Stelle hat. 

Dies war bisher nur für die rationalen und für einige bestimmte 
transcendente Funetionen einer Veränderlichen bekannt. 


3. 


Aus den beiden in (1, 2) entwickelten Sätzen leitet man leicht die 
folgenden ab. 
A. Es seien gegeben 
1) eine bestimmte Grösse ce und eine unendliche Reihe von c 
verschiedener (Grössen: 


Gy; Bg, Mg, oe y 
unter denen keine zwei gleiche sich finden, und die der Bedingung 
e 
Lim. a, =c¢ 
y= co 


genügen; und 
2) eine unendliche Reihe rationaler Functionen: 


hE), fr), BE), «++ » 
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von denen f,(x) nur an der Stelle (x = a,) unendlich gross 
wird, und für x= c verschwindet. 

Dann lässt sich stets eine eindeutige analytische Function 
F(x) mit der einen wesentlichen singulären Stelle c bilden, 
welche nur an den Stellen a,, @,, dy, ... gleich co wird, und 
zwar so, dass 


F(x) =, f, (2) 


an der Stelle (x = ay) einen endlichen Werth hat. 
Diese Function F(a) kann dargestellt werden in der Form 


EFE), 


y=l 


wo F(x) eine in der Form 


+ al 


L—Cy 


ausdriickbare rationale Function bezeichnet. 


B. Jede eindeutige analytische Function f(x) mit nur einer 
wesentlich singulären Stelle ce lässt sich als eine Summe von 
rationalen Functionen der Veränderlichen x dergestalt aus- 
drücken, dass jede dieser Functionen nicht mehr als eine von c 
verschiedene co-Stelle hat. 


Diese Sätze ergeben sich aus den in (1, 2) bewiesenen, wenn man 


setzt, und dann f(x) als Function von x’ betrachtet. 
Der Satz B reiht sich den in $$ 2, 3 meiner oben angeführten Ab- 
handlung entwickelten Sätzen an. 
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4. 


In der genannten Abhandlung habe ich (§ 7) für eine eindeutige 
analytische Function einer Veränderlichen æ mit n wesentlichen singu- 
lären Stellen (e,. -.. ¢,) zwei allgemeine Ausdrücke aufgestellt, nämlich 


A 


wo R*(x) eine rationale Function von a, die nur an den Stellen c,, ... €, 
Null und unendlich gross wird, bedeutet. 

Bezeichnet man mit F(x;c) eine eindeutige analytische Function 
von æ mit der einen wesentlichen singulären Stelle c, so lässt sich der 
Ausdruck (2) auf die Form 


m 
2a) |] Re: a) 


A=1 
bringen. 
Nun stellt aber auch der Ausdruck 


3) > F (x; c) 


eine eindeutige Function mit n wesentlichen singulären Stellen Ce 
dar; es konnte aber mit den in der genannten Abhandlung angewandten 
Hülfsmitteln nicht bewiesen werden, dass jede solche Function, wie ich 
jetzt mit Hülfe des Satzes (3, A) zeigen will, in der vorstehenden Form 
(3) ausgedrückt werden kann. 

Es sei f(x) irgend eine Function von der in Rede stehenden Be- 
schaffenheit, so zerlege man das Gebiet der Veränderlichen æ dergestalt 
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in n Theile, dass im Innern eines jeden eine der Stellen c,, ... c, liegt, 
und zugleich an der Grenze zwischen zwei Theilen F(x) überall einen 
endlichen Werth hat. Derjenige Theil, in welchem c, liegt, werde mit 
C, bezeichnet. Angenommen nun, es enthalte, für einen bestimmten Werth 
von A, C, unendlich viele ausserwesentliche singuläre Stellen der be- 
trachteten Funetion: 


so darf vorausgesetzt werden, es seien dieselben so geordnet, dass 


> IR om 
Lim. a, =G. 


v=o 


Bestimmt man dann eine Reihe rationaler Functionen 
AA) > 0) 0) 
Pal ee Aah- 


dergestalt, dass f * (x) nur an der Stelle (x =a?) unendlich gross wird, 
die Differenz 
f(x) — £) (a) 


aber an derselben Stelle einen endlichen Werth hat, und überdies f (=) 
für © = c verschwindet; so lässt sich nach (3, A) eine eindeutige Function 
F(z) mit der einen wesentlichen singulären Stelle ¢, herstellen, welche 
nur an den Stellen a’, a$’, af, ... unendlich gross wird, und zwar so, 
dass die Differenz 


F”) - fo (@) 


an der Stelle (x = a) einen endlichen Werth hat. Daraus folgt dann, 
dass die Funetion 


p 

{(x)—F (x) 
im Innern und an der Grenze von C, ausser c, keine singuläre Stelle 
besitzt. 


Enthält ferner C, nur eine endliche Anzahl ausserwesentlicher sin- 
gulärer Stellen der Function F(s): 


(A) (A) 
a, > My , fr © 
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so setze man 


Fæ) = a) HE) + 


. . d A) / è . . 
wo die Functionen /{?(a), f, (2), ... dieselbe Bedeutung haben wie vorhin, 
so wird F(x) nur an den Stellen a)”, af”, ... unendlich gross, und es 


besitzt auch in diesem Falle die Funetion 


f(x) — F(a) 


im Innern und an der Grenze von C, ausser c, keine singuläre Stelle. 
In dem Falle endlich, wo C, keine ansserwesentliche Stelle der 
Function f(x) enthält, setze man 


Sind auf diese Weise die Functionen F(a), ... F(x) bestimmt, so ist 
der Ausdruck 


n 
f(&) — >> Fa) 


A=1 
eine eindeutige Function von x, die keine anderen (wesentlichen oder 


ausserwesentlichen) singulären Stellen als ¢,, ... ¢, besitzt, und somit 
(nach § 5 der g. Abhdlg.) in der Form 


n 4 
Sot) 
ia ee 


a | 
dargestellt werden kann, wo @, Fer eine ganze Function von — 
fo, ome + a nN 

y 


bezeichnet. 
Setzt man nun 


sed _ pO 1 
f un = F (x) +6, fz Pe al ’ 
so ist 


f(x) = yn A) 


Acs] 
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Da die Functionen F(x), Gr >) im Gebiete der Veränderlichen « 
ae 


keine von ¢ verschiedene wesentliche singuläre Stelle besitzen, so gilt 
dies auch von der Function f (x; 6); für diese aber ist in Folge der 
Voraussetzung, dass F(x) n wesentliche singuläre Stellen besitze, c, noth- 
wendig eine solche Stelle. 

Zu bemerken ist, dass nicht zwei der Functionen 


Ber: Re) 


eine gemeinschaftliche co-Stelle haben, 

Der im Vorstehenden mit Hülfe des in (1) mitgetheilten Mittag- 
Leffler’schen Theorems begründete Satz ist in meiner Abhandlung 
bloss für den Fall bewiesen worden, wo die Function F(x) ausserwesent- 
liche singuläre Stellen entweder gar nicht oder nur in endlicher Anzahl 
besitzt. (S. § 5 d. g. Abhdl.) 

Stellt man jede der Functionen f, (x; 6) in der oben (3, B) an- 
gegebenen Gestalt dar, so ergiebt sich ein neuer allgemeiner Ausdruck 
einer eindeutigen analytischen Function f(x) mit einer endlichen Anzahl 
singulärer Stellen in der Form einer unendlichen Reihe, deren Glieder 
sämmtlich rationale Functionen der Veränderlichen x sind. Diese Reihe 
convergirt gleichmässig für alle Werthe von x, welche einem Bereiche 
angehören, der weder im Innern noch an der Grenze eine der singulären 
Stellen der Function f(x) enthält. 


—$—— Jr 
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Aus dem Monatsbericht der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom 
August 1880, 


Im Nachstehenden theile ich einige auf unendliche Reihen, deren 
Glieder rationale Functionen einer Veränderlichen sind, sich beziehende 
Untersuchungen mit, welche hauptsächlich den Zweck haben, gewisse, 
bisher — so viel ich weiss — nieht beachtete Eigenthümlichkeiten, die 
solche Reihen darbieten können und deren Kenntniss für die Functionen- 
lehre von Wichtigkeit ist, klar zu stellen. 


Es seien unendlich viele rationale Functionen einer Veränderlichen x 
in bestimmter Aufeinanderfolge gegeben: 


f(x), fh@), fic), eee 


Die Gesammtheit derjenigen Werthe von x, für welche die Reihe 


>: (=) 


einen endlichen Werth hat, nenne ich den Convergenzbereich dieser 
Reihe. Lässt sich ferner für eine bestimmte Stelle a dieses Bereichs 
eine positive Grösse p so annehmen, dass die Reihe für die der Bedingung 


|x —a\<p 
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entsprechenden Werthe von œ gleichmässig*) convergirt, so will ich 
sagen, die Reihe convergire gleichmässig in der Nähe der Stelle a. Die 
Grösse p hat dann eine obere Grenze; ist diese R, so möge — in Be- 
ziehung auf die betrachtete Reihe — die Gesammtheit derjenigen Werthe 
von z, für welche 


Ie-a|l<R 


ist, die Umgebung von a, und Æ deren Halbmesser genannt werden. 
Nimmt man in dieser Umgebung eine Stelle beliebig an, so ist klar, 
dass auch in der Nähe der letzteren die Reihe gleichmässig convergirt. 
Daraus ergiebt sich, dass die Gesammtheit der Stellen, in deren Nähe 
die Reihe gleichmässig convergirt, in der Ebene der Veränderlichen = 


*) Eine unendliche Reihe 


co 
Eh, 
y= 0 


deren Glieder Funetionen beliebig vieler Veränderlichen sind, convergirt in einem 
gegebenen Theile (B) ihres Convergenzbereichs gleichmässig, wenn sich nach Annahme 
einer beliebig kleinen positiven Grösse 2 stets eine ganze Zahl m so bestimmen lässt, 
dass der absolute Betrag der Summe 

oo 


Day Ae 


vn 


für jeden Werth von n, der > m, und für jedes dem Bereiche B angehörige Werthsystem 
der Veränderlichen kleiner als @ ist. Soll die Reihe in demselben Bereiche zugleich 
unbedingt convergent sein, d. h. bei jeder Anordnung ihrer Glieder denselben Werth 
haben, so muss es, wie man auch è annehmen möge, stets möglich sein, aus der Reihe 
eine endliche Anzahl von Gliedern so auszusondern, dass die Summe von beliebig vielen 
der übrigbkeibenden für jedes der betrachteten Werthsysteme der Veränderlichen kleiner 
als 2 ist. Diese Bedingung ist sicher erfüllt, wenn es eine Reihe bestimmter positiver 
Grössen 


Yo: Ii Jas aly Ls 


giebt, für die sich feststellen lässt, dass an jeder Stelle des Bereichs B 


BIEN, (v=0, ... 00) 
und die Summe 


einen endlichen Werth hat. — Aus der gegebenen Definition der gleiehmässigen Con- 
vergenz folgt u. A. unmittelbar, dass, wenn die betrachtete Reihe in mehreren Theilen 
ihres Convergenzbereichs gleichmässig convergirt, dasselbe auch für den aus diesen 
Theilen zusammengesetzten Bereich gilt. 
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durch eine einfache*) Fläche repräsentirt wird, welche aber aus mehreren, 
von einander getrennten Stücken bestehen kann. 

Angenommen nämlich, es gebe überhaupt Stellen der in Rede stehenden 
Art, deren Gesammtheit mit A bezeichnet werde, so denke man sich 
eine von ihnen willkürlich angenommen, in der Umgebung derselben eine 
beliebige zweite, in der Umgebung dieser eine dritte, u. s. w. Die Ge- 
sammtheit der Stellen von A, zu denen man auf diese Weise gelangen 
kann, ist dann ein in der Ebene der Grösse x durch ein zusammen- 
hangendes Stück derselben repräsentirtes Continuum (4,), dessen Begrenzung 
aus einzelnen Punkten, aus einer oder aus mehreren Linien, und auch 
aus einzelnen Punkten und Linien zugleich bestehen kann. Möglicherweise 
existiren nun ausserhalb A, noch Stellen von A, dann giebt es mindestens 
noch ein zweites Continuum (A,) von derselben Beschaffenheit wie A,, das 
ebenfalls ein Bestandtheil von A ist und mit A, keine Stelle gemein- 
schaftlich hat — was jedoch nicht ausschliesst, dass die Begrenzungen 
von A, und A, theilweise oder ganz zusammenfallen. Existiren ferner 
noch Stellen von A, die weder in A, noch in A, liegen, so giebt es 
mindestens noch ein drittes Continuum (4,) von derselben Beschaffenheit 
wie A,, A,, das gleichfalls ein Bestandtheil von A ist und mit den beiden 
ersten keine Stelle gemein hat. U. s. w. 

Nachdem so festgestellt ist, wie der Bereich A möglicherweise ge- 
staltet ist, kann leicht an Beispielen gezeigt werden, dass die angegebenen 
verschiedenen Fälle auch wirklich vorkommen. Es genügt hier die 
beiden Reihen 


anzuführen. Für die erstere bilden den Bereich A alle diejenigen Werthe 
von x, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner als 1 sind, für die 
anderen ausser denselben Werthen auch alle diejenigen, die ihrem absoluten 
Betrage nach grösser als 1 sind; es besteht also A in dem ersten Falle 
aus einem zusammenhangenden Stücke, in dem anderen aus zwei solchen 
Stücken, die keine Stelle gemein haben. Beispiele von Reihen der hier 
betrachteten Art, für welche der Bereich A aus mehr als zwei Stücken 
besteht, werden später vorkommen. 

Es ist ferner noch Folgendes nachzuweisen. 

Angenommen, es convergire die betrachtete Reihe gleichmässig in 
der Nähe jeder Stelle, die im Innern oder an der Grenze eines gegebenen 


*) d. h., eine Fläche, die durch keinen Punkt mehr als einmal hindurchgeht, 
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zusammenhangenden Bereichs (B) liegt, so convergirt sie auch in dem 
ganzen Bereiche gleichmässig. 

Sind a, a' irgend zwei Stellen des Bereichs A, von denen a’ in der 
Umgebung von a liegt, und ist A? der Halbmesser der letzteren, D = | a’ — a 
der Abstand der beiden Stellen, so folgt aus den gegebenen Definitionen 
unmittelbar, dass der Halbmesser (J?') der Umgebung von a’ nicht kleiner 
als R— D sein kann. Ist D<3R, so ist also R'>IR, und es 
liegt a in der Umgebung von a’; mithin muss R> k'— D sein, k' also 
zwischen 

R—-D und R+ D 


liegen. Wenn daher die Stelle a in A ihre Lage stetig ändert, so ändert 
sich auch der zugehörige Werth von R stetige. Daraus folgt weiter, 
dass die untere Grenze R, derjenigen Werthe von R, die diese Grösse 
im Bereiche B annehmen kann, mindestens an einer im Innern oder an 
der Grenze dieses Bereiches liegenden Stelle wirklich erreicht wird, und 
dass daher A, nicht gleich Null ist. Deshalb kann B in eine endliche 
Anzalıl von Theilen dergestalt zerlegt werden, dass in jedem einzelnen 
Theile der grösste Abstand zweier Stellen kleiner als R, ist. Jeder 
solcher Theil liegt dann ganz in der Umgebung einer in ihm willkürlich 
angenommenen Stelle; für die demselben angehörigen Werthe von x con- 
vergirt also die betrachtete Reihe gleichmässig, woraus nach dem oben 
Bemerkten die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes sich unmittelbar 


ergiebt. 


Eine Reihe der in Rede stehenden Art kann so beschaffen sein, 
dass sie in der Nähe jeder im Innern ihres Convergenzbereichs liegenden 
Stelle gleichmässig convergirt. Im Folgenden werde ich ausschliesslich 
Reihen von dieser Beschaffenheit untersuchen. Wenn man nämlich von 


der Reihe 
SA 
v=0 


nur weiss, dass es im Gebiete der Veränderlichen x einen zusammen- 
hangenden Bereich giebt, in welchem die Reihe convergiyt, so lässt sich 
daraus allein nicht einmal folgern, dass ihr Werth in demselben Bereiche 
eine stetige Function von æ sei. Macht man aber die angegebene Vor- 
aussetzung, so lässt sich zeigen, dass die Reihe in jedem der im 
Vorstehenden definirten Stücke (4,,...) ihres Convergenz- 
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bereiches im Allgemeinen einen eindeutigen Zweig einer mono- 
genen analytischen Function von x, und in besondern Fällen 
eine solche Function vollständig darstellt. 

Hierzu ist ein Hülfssatz erforderlich, den ich zunächst anführen 
und beweisen will. 


9 


„Es seien unendlich viele Potenzreihen einer Veränderlichen x, welche 
Potenzen dieser Grösse mit ganzen, positiven und negativen Exponenten 
in beliebiger Anzahl enthalten, in bestimmter Aufeinanderfolge gegeben: 


2, She), Bin 23 


und es sei möglich, zwei reelle Grössen R, R', von denen R' > R, R >ü 
ist, so anzunehmen, dass für die der Bedingung 


R<|x|<R' 


entsprechenden Werthe von x nicht nur jede einzelne der gegebenen 
Reihen, sondern auch die Summe 


Ae) 


convergirt, und zwar die letztere fiir alle diejenigen Werthe der Ver- 
änderlichen, die denselben absoluten Betrag haben, gleichmissig. Dann 
hat, wenn 


(vy) 
A p 
der Coëfficient von =" in P,(x) ist, die Summe 
co 


Sp 


yae 


für jeden Werth von p einen bestimmten endlichen Werth, der mit A, 
bezeichnet werde, und es lässt sich zeigen, dass für jeden Werth von z, 
dessen absoluter Betrag grösser als R und kleiner als R’ ist, die Reihe 


5" m 
Aue 
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convergirt und die Gleichung 


besteht.“ 

Es sei r irgend eine bestimmte, zwischen Æ und KR’ enthaltene 
positive Grösse, und k eine beliebige andere, so kann in Folge der 
hinsichtlich der Convergenz der Reihe 


> Pyt) 


v=0 


gemachten Voraussetzung eine ganze positive Zahl m so angenommen 
werden, dass für jeden Werth von x, dessen absoluter Betrag gleich + 
ist, und für jede ganze Zahl n, die > m, der absolute Betrag der Summe 


co 


DI P,@ 


von 


kleiner als 3%, und deshalb für jede Zahl n', die > n, 


n’ 


| > Le) | <k 
von 
ist. Man hat aber 
n' m! 
> FAs). = +2 | > An. a} > 
ven "von 


und es ist deshalb nach einem bekannten Satze für jeden ganzzahligen 
Werth von p 


Ana 


vn 


Demgemäss hat die Summe 


©.) ‘nik 
na 


v=vU 


einen bestimmten endlichen Werth, der mit A, bezeichnet werde. 
Nun nehme man zwei positive Grössen r,,r, so an, dass 


Ber eren<H, 


http://rcin.org.pl 


Zur Functiouenlehre. 7) 


so kann man der Zahl einen solehen Werth geben, dass 


$ AW 


v=n 


auch kleiner als jede der beiden Grössen 


kr H i kr," 


ist; woraus folgt: 


SA | <hr, 
vn 
oo 
| uy | <I 
v=? 
Hiernach hat man, wenn 
ya ' (vw) 
>) An A’ = A, ae A = An 
Yao) an 


gesetzt, und der Veränderlichen æ ein Werth, dessen absoluter Betrag 
gleich v ist, beigelegt wird, 


ae |) 

F) ? 
Anat | <k Y A ) ; 

z — r 


p=—l 


und somit 


Die Reihe 


ist also unbedingt convergent, und da 


n—t1 
2, P, @) => Ar, 
v=0 p 
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so gilt dasselbe auch von der Reihe 


> A, ge; 
m 


Man hat ferner 
co co 
TEO- DA= B@-VAe, 
ET H y= p 
und somit 


>" Bie) — Pi ays | <k+k (+). 


v=0 m 1 


Da man nun für jeden bestimmten Werth von x, dessen absoluter Betrag 
(r) zwischen R und KR’ enthalten ist, zunächst 7,, 7, der angegebenen 
Bedingung gemäss, und dann k so annehmen kann, dass 


a T3 
k+ k ( — -— -} a 
i a= ri To aN 


kleiner ist als eine beliebige gegebene Grösse, so folgt, dass für jeden 
der Bedingung 


entsprechenden Werth von x nicht nur die Reihe 


>. A, x” 
H 


convergirt, sondern auch die Gleichung 


pa Aya? = > P,(@) 
a 


v=0 
besteht; w. z. b. w. 
Es sei jetzt 


Fe) = fe) 


y=0 


irgend eine Reihe von der am Schlusse des $ 1 angegebenen Beschaffen- 
heit, und es werde mit A’ eines der Stücke bezeichnet, aus denen nach 
der vorangegangenen Auseinandersetzung der Convergenzbereich der Reihe 
besteht. 
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Nimmt man dann in A’ eine Stelle a, willkürlich an, und beschränkt 
die Veränderliche x auf die Umgebung von a,, so lässt sich nicht nur 
jede der Functionen f(a), sondern nach dem vorhergehenden Satze auch 
die Summe derselben durch eine gewöhnliche Potenzreihe von æ — a,, die mit 


R, (x “I (ty) 


bezeichnet werde, und die ich ein „Element“ der Function F(x) nenne, 
ausdrücken.‘ *) 

Nimmt man ferner in der Umgebung von a, eine zweite Stelle («,) 
an, und ist P (= — a,) das zu dieser gehörige Element von F(x), so hat 
man für diejenigen Werthe von æ, die in der Umgebung von a, sowohl 
als von a, liegen, 

Cu 


Pi — a) = Beam); P,@- a) = PH (a = m) (a 


n=0 


WO 


PRE — My) 
dat 


PB (a — a) = ; 
Daraus folgt, dass der Coéfficient von (a — «a,)" in P (æ — a,) mit dem 
entsprechenden Coéfficienten der Entwicklung von ®,(@— «a,) nach Po- 
tenzen von (x — a,) übereinstimmen muss. 

Nun kann man, wenn «a eine beliebige Stelle in A’ ist, zwischen a, 
und æ eine Reihe von Stellen 


Bi; Us, «++ dy 


*) Hierzu bemerke ich, dass nach dem Satze des v. § der Coéfficient von (a — ao)” 


gleich 
1 oo ad f, (a) ] 
u! +3 [ p (=o) 


| Sm a 


ist. Die Function F(a) hat also in A’ Ableitungen jeder Ordnung, und es ist 
d” F(x) = def, (a) 


dar ee A. 
Es ist ferner leicht zu zeigen, dass auch die Reihe auf der rechten Seite dieser Glei- 


chung in der Nähe jeder Stelle von A’ gleichnässig convergirt, und somit dieselbe 
Beschaffenheit wie die gegebene hat. 
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so einschalten, dass a, in der Umgebung von a,, a, in der Umgebung 
von æ, u. s. w. und schliesslich a in der Umgebung von a, liegt. 
Dann hat man, wenn 


B(x SE t) ’ P,(@ TF ls) age By (x = in) ’ P(x FF a) 


die zu den Stellen a,, @,, ... Qp, a gehörigen Elemente der Function F(x) 
sind, 


jay 
P(x — a) = -5 BY (a, — y) @ m 


P (£ — a,) = > Pa, — 4 em 


H= 
Uu. S. W. 


Ta 
P (x — a) = 5 ph (a Ay) Lie T ‘ 


k=0 


Es besteht also in dem Bereich A’ zwischen den Elementen der be- 
trachteten Function ein solcher Zusammenhang, dass aus einem beliebig 
angenommenen Elemente jedes andere durch ein bestimmtes Rechnungs- 
verfahren abgeleitet werden kann. Für die dem genannten Bereich an- 
gehörigen Werthe von æ ist also die Function völlig bestimmt, sobald 
irgend eines ihrer Elemente gegeben ist. 

Möglicherweise erstreckt sich, wenn die Stelle « der Begrenzung von 
A' hinlänglich nahe angenommen wird, der Convergenzbezirk der Reihe 
R(x — a) über A’ hinaus. In diesem Falle (der sogar der gewöhnliche 
ist) existiren unendlich viele, aus P, (x — a,) durch das beschriebene Ver- 
fahren ableitbare Potenzreihen PB’(x — a‘), deren Convergenzbezirke ganz 
oder theilweise ausserhalb A’ liegen, und aus diesen können dann mög- 
licherweise durch dasselbe Verfahren wieder andere sich ergeben, welche 
in ihrem Convergenzbezirk auch Stellen von A’ enthalten, aber an diesen 
andere Werthe wie F(x) haben. Alle diese Reihen stellen Fortsetzungen 
der durch die gegebene Reihe F(x) zunächst für die dem Bezirk A’ an- 
gehörigen Werthe von x definirten Function dar; sie sind, nach der in 
meinen Vorlesungen über die Anfangsgründe der allgemeinen Functionen- 
lehre eingeführten Terminologie, sämmtlich Elemente einer monogenen 
analytischen Function, die eindeutig oder mehrdeutig sein kann, aber als 
vollständig definirt zu betrachten ist, sobald irgend eines ihrer Elemente 
gegeben ist. 
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Wenn der Convergenzbereich der Reihe P(x — a), wie man auch a 
annehmen möge, stets ganz in A’ enthalten ist, so kann die durch den 
Ausdruck F(x) für den Bereich A’ definirte Function über die Grenzen 
dieses Bereichs nicht fortgesetzt werden. Es stellt also in diesem Falle 
— der wirklich vorkommt, wie weiter unten wird gezeigt werden — die 
Reihe, wenn die Veränderliche x auf den Bereich A’ beschränkt wird, 
eine eindeutige monogene Function von x vollständig dar. 

Hiernach lässt sich das im Vorstehenden Auseinandergesetzte kurz 
so, wie am Schlusse von $ 1 geschehen ist, zusammenfassen. | 

Hieran knüpft sich nun eine für die Functionenlehre wichtige Frage. 

Angenommen, der Convergenzbereich der betrachteten Reihe bestehe 
aus mehreren Stücken (A,, A,,...), so ist es möglich, dass sie in den- 
selben Zweige einer und derselben monogenen Function darstellt. Es 
fragt sich nun, ob sich dies in allen Fällen so verhält. Muss diese 
Frage verneint werden, wie dies wirklich der Fall ist, so ist damit be- 
wiesen, dass der Begriff einer monogenen Function einer com- 
plexen Veränderlichen mit dem Begriff einer durch (arith- 
metische) Grössenoperationen ausdrückbaren Abhängigkeit 
sich nicht vollständig deckt.*) Daraus aber folgt dann, dass mehrere 
der wichtigsten Sätze der neueren Functionenlehre nicht ohne Weiteres 
auf Ausdrücke, welche im Sinne der älteren Analysten (Euler, Lagrange 
u. A.) Funetionen einer complexen Veränderlichen sind, dürfen angewandt 
werden**), 


*) Das Gegentheil ist von Riemann ausgesprochen worden (Grundlagen fiir die 
allgemeine Theorie der Functionen einer complexen Grösse, § 19, am Schluss), wobei 
ich bemerke, dass eine Function eines complexen Arguments, wie sie Riemann definirt , 
stets auch eine monogene Function ist. 


**) Wenn z. B. zwei Ausdrücke 


ra, Vie 


v=0 — 


der hier betrachteten Art gegeben sind, und es lässt sich zeigen, dass es in der Nähe 
einer bestimmten, im Innern des Convergenzbereichs sowohl des einen als des andern 
liegenden Stelle unendlich viele Werthe von x giebt, für welche die Ausdrücke gleiche 
Werthe haben, so ist damit festgestellt, dass innerhalb eines bestimmten zusammen- 
hangenden Bereichs der Veränderlichen æ die Gleichung 


N r,@ = dhe) 


v=0 


besteht; es lässt sich aber nicht behaupten, dass dieselbe an allen Stellen des gemein- 
schaftlichen Convergenzbereichs der beiden Reihen gelte, wofern nicht der Nachweis 
geführt werden kann, dass beide Ausdrücke in dem genannten Bereich monogene 
Funetionen sind. ; 
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Ich habe bereits vor Jahren gefunden — und in meinen Vorlesungen 
mitgetheilt — dass die oben angeführte Reihe 


< 1 
no), 
v=0 a, 
deren Convergenzbereich aus zwei Stücken besteht, zwei verschieden 


monogene Functionen, und zwar eine jede vollständig darstellt. 
Ist nämlich z, irgend ein Werth von x, der den absoluten Betrag 


1 hat, so lässt sich — mit Hülfe von Sätzen, welche die Theorie der 
linearen Transformation der elliptischen ®-Functionen liefert — zeigen, 


dass sich sowohl unter denjenigen Werthen von x, für die 2 <1, als 
auch unter denen, für die |2/>1, in jeder noch so kleinen Umgebung 
von x, solche finden, für die der absolute Betrag von F(x) jede beliebig 
angenommene Grösse übertrifft. Daraus folgt sofort, dass die Reihe in 
jedem der beiden Stücke ihres Convergenzbereichs eine Function darstellt, 
die über die Begrenzung des Stückes hinaus nicht fortgesetzt werden kann. 

Es blieb indessen, obwohl dies eine Beispiel zur Erledigung der in 
Rede stehenden Frage ausreichte, noch ein Bedenken übrig. 

Die beiden durch die angeführte Reihe ausgedrückten Funetionen 
stehen in einer sehr einfachen Beziehung zu einander, indem 


F(a—) = F(a) 


ist. Es war daher der Gedanke nicht abzuweisen, ob nicht überhaupt 
in dem Falle, wo ein arithmetischer Ausdruck F(x) in verschiedenen 
Theilen seines Geltungsbereichs verschiedene monogene Functionen der 
complexen Veränderlichen æ darstellt, unter diesen ein nothwendiger 
Zusammenhang bestehe, der bewirke, dass durch die Eigenschaften der 
einen auch die Eigenschaften der andern bestimmt seien. Wäre dies der 
Fall, so würde daraus folgen, dass der Begriff der monogenen Funetion 
erweitert werden müsste. 

Um jeden Zweifel über diesen Punkt zu beseitigen, habe ich mir die 
Aufgabe gestellt, einen Ausdruck 


Flo) = Vf) 


v=0 


von der hier angenommenen Beschaffenheit, der den folgenden Bedingungen 
genüge, zu bilden: Der Convergenzbereich der Reihe soll aus n Stücken 
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(A,, A,,...A,), wie sie oben definirt worden sind, bestehen, und es soll 
F(x) in A, gleich F (æ), in A, gleich F,(x),... in A, gleich Fp (x) sein, 
wo F (x), F,(&),... F(x) willkürlich anzunehmende, für das ganze 
Gebiet der Veränderlichen x, mit Ausnahme von einzelnen Stellen, definirte 
eindeutige und monogene Functionen bedeuten. 

Zur Lösung dieser Aufgabe stelle ich zunächst einen Ausdruck von 
der angegebenen Form her, welcher in der Nähe jeder Stelle, wo der 
reelle Theil von æ nicht gleich Null ist, gleichmässig convergirt und den 
Werth 

+1 oder —1 


hat, jenachdem der reelle Theil von x positiv oder negativ ist. Formeln, 
die in der Theorie der elliptischen Functionen vorkommen, führen zu 
einem solchen Ausdruck. Bei der nachstehenden Herleitung desselben 
habe ich jedoch absichtlich aus der genannten Theorie nichts vorausgesetzt. 


4, 
Nimmt man zwei endliche und von Null verschiedene complexe 
Grössen (w, w') so an, dass der reelle Theil des Quotienten 
w! 
wi 
nicht gleich Null ist, und versteht unter v, v’ unbeschränkt veränderliche 
ganze Zahlen, so hat bekanntlich die Summe 


S 


Yyw 


ET 
2y w + 2V w! 


einen endlichen Werth, wenn bei der Summation dasjenige Glied, in 
welchem v,v’ beide gleich Null sind, fortgelassen wird*). Es stellt 
deshalb — wie in § 2 meiner Abhandlung über die eindeutigen Functionen 
gezeigt worden ist — die Reihe 


E! 5% il 4 > 
u u — 290 — 2y' ow? \2vo@ +2 vw! i 


voy! 


*) Durch das dem = beigefügte Zeichen (') soll hier und im Folgenden darauf 
hingewiesen werden, dass unter den Werthen, die der Ausdruck unter dem Summen- 
zeichen annehmen kann, sich einer findet, der =co ist und bei der Summation fortge- 


lassen werden muss. 
6 
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welche bei jeder Anordnung ihrer Glieder denselben Werth hat, eine 
eindeutige analytische Function der Veränderlichen w — mit der einen 
wesentlichen singuliren Stelle co — dar, welche Function hier mit 


Yu, 0,0) 


bezeichnet werden möge. 


Mit Hülfe der bekannten Gleichungen: 


1 : l 1 
neigun = — + a 
5 u N ar P 


oe 
v 


1 x 
r(etgun — cotgar) PA PE an wenn a keine ganze Zahl, 


T T 1 
ie Am) ee ee ee 
(sa u 3 (w—v) 


lässt sich der vorstehende Ausdruck von Y(w,, w) folgendermassen 
umgestalten. 


Es ist 


l N 
blu, w, o')= ~ ps 1 u 1 \ u ) 


Yy\u—2v0 —2vVw' 2vw-+2v'wl (2vw-+ 2v'w')" 


Die Summe aller Glieder dieser Reihe, in denen v' = 0, ist: 


2 2 
BR yoda eae SY E Nae a Te er CE 
2 eae KAE : >> ae Fam zu. 
ja as v ua aly 6 BO. ZN “= 4w 120 


Ferner die Summe aller Glieder, in denen v’ einen bestimmten, von Null 
verschiedenen Werth hat: 


to 


20 0) 
1 u — 2v'w! via! TU 
== En (ctg FF TEEN T + ctg TG 1 = 5 = 2, Ar ; 
ee lis i 40" sin’( x) 
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Man hat also 


T un T r uw — 2y' w' yw’ 
t t t t) = ° — ef. left — l “se —— 
phu, w, w') = — ctg H- > (cig a rn + ctg "il 


f 2 
1 ET F UT 
+2 (= z) ; 
3 — w 40 
aS 


n=l 
setzt, 
oo 
Hu 0) UT T < u — 2n o" u+2no! 
Y (u, w, w’) = + — ctg + N (ctg —— T+ch T). 
aad al v | 20°? w 20 a lw i E— aw 
Aus dieser Gleichung ergiebt sich: 
pu + 2w, w, w) = b(u, w, w) + 24. 
Setzt man u = — w, und bemerkt, dass b(u, w, w') eine ungrade Function 
von « ist und für u =— w' nicht = œœ wird, so giebt die vorstehende 


Gleichung 
= pw, w, w'), 


und man erhält also aus der vorhergehenden Gleichung, wenn man 


w = w! 
setzt, 


wo b(H, w, w) — wob(w', w, w) 


T wT T = Èn — 1)o)' (en + 1)w' 
5 eg —— 4 I (sts u — etg ee n). 


Man hat aber, wenn m eine beliebige positive ganze Zahl ist, 


OE E E (an — 1)w' En ET A OOE ,@m+ 1)o' 
5 ctg = t p> (ctg 1—2 -7 — ctg p =) zeig > g: 
6* 
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es ist also der Ausdruck auf der rechten Seite der vorhergehenden Gleichung 
gleich der Grenze, der sich 


(2m+1)o! z (2m+1)o)' 
Ei (2m +1)w' Be +e wi Ti 
2 En in ye (2m+1)o' 2m+1)o0' SE. 
rr — — rT 
WL [077 


e — e 


nähert, wenn m unendlich gross wird. Diese Grenze aber hat den Werth 


T Ti 
A, 


- 


! 
jenachdem der reelle Theil von > ; positiv oder negativ ist. 


Es geht ferner aus dem ursprünglichen Ausdruck von $(w, ©, ©’), 
da derselbe sich nicht ändert, wenn man gleichzeitig 


y' für v, und — y für v’ 
setzt, die Gleichung 
d(u,0,0)=b(u,w, — wo) 
hervor. Man hat also: 


Ti 


w'b(w, w, w) — wb(w, w, — w) = +- “ar 


wo das obere oder das untere Zeichen gilt, jenachdem der reelle Theil 
w' NR ARE 
von 5 positiv oder negativ ist. 


Es gilt ferner, wenn c eine beliebige Grösse ist, die Gleichung 
v(w, wo, wo!) = cb(cu, cw, cw’), 


; 1 ; 
woraus sich, wenn c = a gesetzt wird, 


p(w, w, w) = 2 v(1, 1, =) 


w 
ergiebt. Ebenso ist 


b(w', w, fies W) msi 2, v (1, Ag =) ; 


und man hat also 


w! w! w (0) T 
aay 1,1, —)+ A bes Lie ~ > )=+5- 
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Setzt man nun 


so dass x eine complexe Grösse ist, welche jeden Werth, dessen reeller 
Theil nicht gleich Null ist, annehmen kann, und 


so ist 
5 ee 2 Ze =I ! 2 — a 
= _ +845) (em 


+20 (uw) 
Te Ad \(1—2v — Qv! xli) (Ov + 2y'a 1i)? 
ein in der Form einer unendlichen Reihe, deren Glieder simmt- 
lich rationale Functionen von x sind, dargestellter Ausdruck 
und hat den Werth 


+1 oder —1, 


jenachdem der reelle Theil von æ positiv oder negativ ist. 

Man nehme nun im Gebiet der Grösse x einen ganz im Endlichen 
liegenden Bereich (X) so an, dass weder im Innern noch an der Grenze 
desselben der reelle Theil von æ gleich Null wird; so lässt sich leicht 
zeigen, dass die vorstehende Reihe innerhalb dieses Bereiches 
unbedingt und gleichmässig convergirt. 

Man setze 

w=2y+2vxi, 
so dass 


ist. Versteht man nun unter k den kleinsten Werth, den der absolute 
Betrag der Grösse 


e+e (E+ Ei 


für reelle Werthe der Veränderlichen £, ¢', €, =’ unter der Bedingung, dass 
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sein und & + &7 im Innern oder an der Grenze von X liegen soll, an- 
nehmen kann; so ist k nicht gleich Null, und man hat 


| w | = 2k yvy + y'y! 
li—w| 2 ky@v — 1? + avy 


für jeden nicht ausserhalb des Bereichs X liegenden Werth von x. Es 
ist aber für jede ganze Zahl v 


@v—ı? 2%, 
also 
(av— 1% +4v'v Z vwy, 


und somit 


| 1 (Vyd vty 

| (1—w)w? | ~ 413 
Hiernach ist jedes Glied der Reihe, durch welche ẹ (1,1, xi) dargestellt 
wird, seinem absoluten Betrage nach kleiner oder höchstens eben so gross 
als das entsprechende Glied der Reihe 


Apes uly ryy-3 
1+ 2, 4k RE ’ 
vv! 
welche bekanntlich eine endliche Summe hat. Damit ist bewiesen, dass 
die erstgenannte Reihe für die dem Bereiche X angehörigen Werthe von x 
unbedingt und gleichmässig convergirt. 
Es ist aber, wenn x in X angenommen wird, der Bereich der 


“ 1 ; 
Grösse = ebenfalls so beschaffen, dass weder im Innern noch an der 
1 
Grenze desselben der reelle Theil von = gleich Null wird. Daher con- 


vergirt auch der Ausdruck von v(t, E Ly für die dem betrachteten 
r 


Bereiche angehörigen Werthe von x unbedingt und gleichmässig. Dasselbe 
gilt also auch für die Reihe, durch welche x(x) dargestellt ist. 

Es möge noch bemerkt werden, dass man in der Reihe (1,1, æi), 
weil dieselbe unbedingt convergent ist, je zwei Glieder, in denen v den- 
selben, v’ aber entgegengesetzte Werthe hat, in eines zusammenziehen 
kann, wodurch man, wenn unter n eine ganze positive Zahl verstanden wird, 


i 1 1 ev) —v—1)¥ 
1 a) = 1 
Wi | 2 4y? (1 — 2v) m 22 OLE + (29 — 1)? (n2a? + VY 


Ns 
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erhalt. Die Glieder der so umgeformten Reihe sind rationale Functionen 
von x, welche rationale Coéfficienten haben, und nur für solche Werthe 
von x, deren reeller Theil gleich Null ist, unendlich gross werden. Als 
Summe von ebenso beschaffenen Gliedern lässt sich also auch y(x) aus- 
drücken. 


- 


Os 


Nun sei x’ eine beliebige rationale Function von x. und es werde 
oD ? 
X (x) = X(x') 


gesetzt, so dass X, (æ) ebenfalls eine Summe von unendlich vielen rationalen 
Functionen der Veränderlichen æ ist. In der Ebene der letzteren Grösse 
werden dann diejenigen Werthe derselben, für welche der reelle Theil 
von x' verschwindet, durch eine reelle algebraische Curve repräsentirt, 
welche die Ebene dergestalt in mehrere Stücke zerlegt, dass der reelle 
Theil von x’ in einigen Stücken überall positiv, in den andern überall 
negativ ist. In den’ersteren hat also X, (x) überall den Werth +1, in 
den andern überall den Werth — 1. 
Nimmt man beispielsweise 


an, wo «, B, y, 6 Constanten bedeuten, deren Wahl keiner andern Be- 
schränkung unterliegt, als dass «85 — By nicht gleich Null sein darf, -so 
ist die genannte Curve bekanntlich ein Kreis*), und es können @, 8, y, ò 
so bestimmt werden, dass dieser Kreis ein gegebener wird und der reelle 
Theil von x’ für einen gegebenen Punkt ein vorgeschriebenes Zeichen hat. 

Nun seien F (x), F(a”) irgend zwei eindeutige Functionen von æ mit 
einer endlichen Anzahl wesentlicher singulärer Stellen. Dann lässt sich, 
wenn ‘ 


F@+#@ gia He) - ho 
2 ? 


ICN a Š, (2) 


*) Dies gilt allgemein, wenn man eine unbegrenzte Gerade als einen Kreis mit 
unendlich grossem Radius betrachtet. 
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gesetzt wird, der Ausdruck 
d, (a) + 8, (x) %, (2) 


in eine unendliche Reihe, deren Glieder rationale Functionen von æ sind, 
umformen, und diese stellt in dem einen der beiden Theile, in welche 
das Gebiet der Veränderlichen x durch den genannten Kreis zerlegt wird, 
die Function F, (x), in dem andern Theile dagegen die Function F,(x) dar. 

Nimmt man ferner in der Ebene der Grösse x beliebig viele Kreise 
(oder unbegrenzte Geraden): 


RSE se 


willkürlich an, und bestimmt 7 lineare Function von & 


so, dass der reelle Theil von x” in der Linie K® verschwindet, so wird 
die Ebene durch die genannten Linien in eine gewisse Anzahl von Stücken 
dergestalt zerlegt, dass der reelle Theil einer jeden Funetion a”) innerhalb 
eines solchen Stückes überall dasselbe Zeichen hat. Sind dann 


D (2), S (a), E (a) 


eindeutige Functionen von x mit einer endlichen Anzahl wesentlicher sin- 
gulären Stellen, und setzt man 


X, = Ka) ; (A=1, ... r) 


so kann der Ausdruck 
Y (x) +B, (a) %, (w) + B, (a) X, (x) + ++ + 8,(w)%,.(a) 


ebenfalls in eine unendliche Reihe, deren Glieder rationale Functionen 
von x sind, umgeformt werden, und diese Reihe hat dann die Eigen- 
thümlichkeit, dass sie zwar innerhalb eines jeden der Stücke, in welche 
die Ebene zerlegt ist, einen Zweig einer bestimmten monogenen Function 
darstellt, in verschiedenen Stücken aber Zweige verschiedener Functionen. 
Sind z.B. K', K",... K® Kreise, von denen keiner einen andern 
umschliesst, so wird durch dieselbe die Ebene in (r+ 1) Stücke zerlegt; 
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. . x . . . . 
und wenn man die Function x" so bestimmt*), dass ihr reeller Theil im 
Mittelpunkt von K” positiv ist, so liefert der Ausdruck 


r 


Fg) + 5 N (1 +A (x) (F, (x) — F) ’ 
k=l 

der mit dem vorstehenden übereinstimmt, wenn unter F, (x), F,(&), 

. F(x) ebenfalls eindeutige Functionen mit einer endlichen Anzahl 
wesentlicher singulärer Stellen verstanden werden, eine Reihe von der 
in Rede stehenden Eigenthümlichkeit, indem dieselbe, wenn x innerhalb 
der von K” begrenzten Kreisfläche angenommen wird, gleich F, (æ), und 
wenn x ausserhalb aller dieser Flächen liegt, gleich F,,,(«) ist, also 
innerhalb eines jeden der (r-+1) Stücke, worin die Ebene zerlegt ist, 
einen Zweig einer willkürlich anzunehmenden Function von der hier vor- 
ausgesetzten Beschaffenheit darstellt. 

Ein anderes Beispiel erhält man, wenn die Kreise K', K",... KO 
so angenommen werden, dass jeder der (r— 1) ersten von dem folgenden 
umschlossen, und somit die Ebene durch sie gleichfalls in (7-+1) Stücke 
zerlegt wird. Dann hat nämlich der Ausdruck 


AERO - Fy @)%@) 


die Eigenschaft, dass er innerhalb eines jeden der genannten Stücke gleich 
einer der Functionen F(x), F(a), ... F, (Œ) ist. (Ein besonderer Fall 
ist der, wo an die Stelle der + Kreise r einander parallel gerade Linien 
treten.) Scheidet man ferner aus dem Gebiete der Veränderlichen x alle 
negativen Werthe (mit Einschluss von 0) aus, so existiren bekanntlich **) 
unendliche, aus rationalen Functionen von x zusammengesetzte Reihen, 
welche einwerthige Zweige gewisser mehrdeutiger Functionen, wie z. B. 
logx, £” (wo m eine beliebige Constante bedeutet) darstellen und in der 
Nähe jeder Stelle, die nicht zu den ausgeschlossenen gehört, gleichmässig 
convergiren. Es können nun in dem Ausdruck 


By (x) + T (X (x) + T (a) %, (a) ++ B(x) %,.(a) 


*) Ist 7, der Radius des Kreises XY, und a, der Werth von @ im Mittelpunkt 
desselben, so kann man 

n— a Hae 

Pal) Ate) e N 

H+ =E 

setzen. ‘ ; 

**) S, die auf die Gauss'schen Kettenbrüche und die nach Kugelfunctionen fort- 

schreitenden Reihen sich beziehenden Abhandlungen von Thomé im 66. und 67. Bande 


des Borchardt’ schen Journals. 
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T(x), FL), F(x), --- F(x) auch solche Reihen sein, und man erhält 
dann aus ihm eine gleichfalls aus rationalen Functionen gebildete Reihe, 
welche in jedem der Stücke, in die das Gebiet von x durch die Linien X @) 
und die Strecke der negativen Werthe zerlegt wird, einen einwerthigen 
Zweig einer mehrdeutigen monogenen Function darstellt, in verschiedenen 
Stiicken aber im Allgemeinen Zweige verschiedener Functionen. 
Aus diesen Beispielen erhellt zur Geniige, dass die am Schlusse des 
§ 3 aufgeworfene Frage folgendermassen zu beantworten ist: 
Wenn der Convergenzbereich einer Reihe, deren Glieder 
rationale Functionen einer Veränderlichen x sind, in der 
Art in mehrere Stücke zerlegt werden kann, dass in der 
Nähe jeder im Innern eines solchen Stückes gelegenen 
Stelle die Reihe gleichmässig convergirt; so stellt die- 
selbe in jedem einzelnen Stücke einen einwerthigen Zweig 
einer monogenen Function von x dar, in verschiedenen 
Stücken aber nicht nothwendig Zweige ein und der- 
selben Function. 


6. 


Ich habe in meinen Vorlesungen über die Elemente der Functionen- 
lehre von Anfang an zwei mit den gewöhnlichen Ansichten nicht über- 
einstimmende Sätze hervorgehoben, nämlich : 

1) dass man bei einer Function eines reellen Arguments aus der 
Stetigkeit derselben nicht folgern könne, dass sie auch nur 
an einer einzigen Stelle einen bestimmten Differentialquo- 
tienten, geschweige denn. eine — wenigstens in Intervallen — 
ebenfalls stetige Ableitung besitze ; 

2) dass eine Function eines complexen Arguments, welche für 
einen beschränkten Bereich des letzteren definirt ist, sich nicht 
immer über die Grenzen dieses Bereichs hinaus fortsetzen lasse; 
mit andern Worten, dass monogene Functionen einer Veränder- 
lichen existiren, welche die Eigenthümlichkeit besitzen, dass in 
der Ebene der Veränderlichen diejenigen Stellen, für welche 
die Function nicht definirbar ist, nicht bloss einzelne Punkte 
sind, sondern auch Linien und Flächen bilden. 

Da im Vorhergehenden von Functionen einer complexen Veränder- 
lichen, denen die unter (2) genannte Eigenthümlichkeit zukommt, die 
Rede gewesen ist, so will ich bei dieser Gelegenheit ein leicht zu be- 
handelndes Beispiel einer solchen Function beibringen. 
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-= 


Angenommen, der Halbmesser des Convergenzbezirks einer gewöhn- 
lichen Potenzreihe 


Yz || 


sei gleich 1, die Reihe convergire aber auch unbedingt und gleichmässig 
für alle Werthe von =, deren absoluter Betrag gleich 1 ist, so dass, 
wenn unter ¢ eine reelle Veränderliche verstanden wird, 


eine stetige Function von ¢ ist. 

Im Innern des Convergenzbezirks der Reihe nehme man eine Stelle z, 
beliebig an und forme die gegebene Reihe in eine Potenzreihe E(x — x) 
um. Ist 7, der absolute Betrag von æ , so kann der Halbmesser des 

‚onvergenzbezirks der Reihe P(x —s,) nicht kleiner als 1— r,, wohl 
\aber grösser sein. Ist das Letztere der Fall, so liegt eine Strecke der 
Begrenzung des Convergenzbezirks der gegebenen Reihe ganz im Con- 
vergenzbezirke von P(x — z,), und es besteht, wenn 


ts 
-=e° ist, und z,=—e 
To 
gesetzt wird, für alle Werthe von ¢ zwischen zwei bestimmten Grenzen 
(t,—t, 4,+ 7) die Gleichung 


< vi m ' 
>) A," = B(x,— 2). 
v=0 


Nun hat aber $(a—-,), als Function von æ betrachtet, Ableitungen 
jeder Ordnung, dasselbe gilt also auch von B(z#,— z,), als Function von ¢ 
betrachtet, für die zwischen t T und ¢,+ 7 liegenden Werthe dieser 
Grösse. Hieraus folgt nun: Wenn sich in einem bestimmten Falle be- 
weisen lässt, dass die Function 


= { yti 
>) Aye 
v=0 


in keinem Intervalle der Veränderlichen ¢ Ableitungen jeder Ordnung be- 
sitzt, so ist daraus zu schliessen, dass der Convergenzbezirk der Reihe 
P(r — x), wie man auch x, annehmen möge, ganz in dem Convergenz- 
bezirk der gegebenen Reihe enthalten ist, die Function also, welche durch 
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diese letztere dargestellt wird, über deren Convergenzbezirk hinaus nicht 
fortgesetzt werden kann. 

Nun sei a eine. ungrade positive ganze Zahl, b eine positive Grösse, 
die <1, und a,= a’. Dann erfüllt die Reihe 


co 
Vals 
>> bY x 


Vv=0 


die oben fiir die betrachtete Reihe gestellten Bedingungen. Es ist aber 
von mir der Beweis*) geführt worden, dass die Function 


oo 
2, bY cosayt, 


Y—o 


sobald ab >1-+ 3 ist, für keinen Werth von ¢ einen bestimmten 
Differentialquotienten besitzt. Durch die Reihe 


oo 
bar ee a 


v=0 


wird also, wenn ab>1-+ 37, eine Function definirt, die nicht über 
den Convergenzbereich der Reihe hinaus fortgesetzt werden kann, und 
also ausschliesslich für solche Werthe von x, deren absoluter Betrag die 
Einheit nicht überschreitet, existirt. 

Es ist leicht, unzählige andere Potenzreihen von derselben Be- 
schaffenheit wie die vorstehende anzugeben, und selbst für einen beliebig 
begrenzten Bereich der Veränderlichen « die Existenz von Functionen 
derselben, die über diesen Bereich hinaus nicht fortgesetzt werden können, 
nachzuweisen; worauf ich jedoch hier nicht eingehe. 

Schliesslich möge noch bemerkt werden, dass sich auch in Beziehung 
auf zusammengesetztere arithmetische Formen, welche eindeutige monogene 
Functionen einer und mehrerer Veränderlichen oder einwerthige Zweige 
solcher Functionen auszudrücken geeignet sind, Untersuchungen anstellen 
lassen, welche der hier für eine der einfachsten Formen durchgeführten 
analog sind und zu ähnlichen Resultaten führen. 

*) Dieser Beweis ist von Hrn. P. du Bois-Reymond, dem ich ihn brieflich 
mitgetheilt hatte, im 79sten Bande von Borchardt’s Journal S. 30 veröffentlicht. 


(Ich berichtige bei dieser Gelegenheit zwei a. a. O. sich findende Druckfehler. Z. 10 v. o. 
muss es „x,“ statt ,a)°, und Z4v.u. „auch“ statt „nicht“ heissen.) 


ty 
ft —_ diandani 
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1. Zu.8. 74, 28 v. u 

Den hier angeführten wichtigen Satz beweise ich in meinen Vor- 
lesungen in sehr einfacher Weise. 

Ich betrachte zunächst eine Potenzreihe P(x), welche nur eine end- 
liche Anzahl von Gliedern enthält, also die Form 

v=+m 
Pix)» ph Ax” 
ve m 
hat, wo m eine ganze positive Zahl bedeutet. 

Es sei € eine bestimmte Grösse, deren absoluter Betrag gleich 1 ist, 
und deren Wahl nur der Beschränkung unterliegt, dass —’, wenn v eine 
der Zahlen 0, +1, +2,... +m ist, nicht gleich 1 sein darf. Ferner 
bedeute r eine beliebig anzunehmende positive Grösse, so existirt für den 
absoluten Betrag von P(x), wenn man der Veränderlichen x nur solche 
Werthe beilegt, deren absoluter Betrag gleich r ist, eine endliche obere 
Grenze, die mit @ bezeichnet werden möge. Dann ist, wenn unter / eine 
beliebige positive ganze Zahl verstanden wird, 


—1 
l EN y 
7 Dy P(E) =@. 


A=0 

Man hat aber 
iS yes hg 5 beg iba 
T A Pre) => BE A,r} g ) 
"A= v=—m A=0 `" 


‘ras 
=A,+—), u —r’ 
0 v y , 
l y 1 AT e 
ys 
wo bei der durch das Zeichen  angedeuteten Summation der Zahl v alle 
Werthe von — m bis + m, mit Ausschluss der Null, zu geben sind. 


Nun kann man aber, nach Annahme einer’ beliebig kleinen positiven 


Grösse 2, der Zahl Z einen so grossen Werth geben, dass der absolute 
Betrag von 
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kleiner als 6 wird; dann hat man 


A aes 
also 
|4 SG, 
Jetzt sei 
y=--50 
Pix) =% Boge 
y= 


eine beliebige Potenzreihe, welche convergent ist für jeden Werth von x, 
dessen absoluter Betrag zwischen zwei bestimmte Grenzen R, .R' liegt. 
Ist dann r eine zwischen R und R’ enthaltene, im Übrigen wilkürlich 
anzunehmende positive Grösse, so giebt es wieder für den absoluten Be- 
trag von P(x), wenn man der Veränderlichen « nur solche Werthe bei- 
legt, deren absoluter Betrag gleich 7 ist, eine endliche obere Grenze, 
die mit g bezeichnet werden möge. Man kann ferner, nach Annahme 
einer beliebig Kleinen positiven Grösse 6, eine Zahl m so bestimmen, 
dass für jeden Werth von x, für den |x|=r, 


Y = — 0o 1 yz=oo 1 
ba Ayo |< 6, 2 Ag’ |< - ò 
y=—m—1 7 y=m-+1 a 


ist; dann hat man 


v=+-Mm 
II A2’|<g+ 


v=—™m 


o7 


also nach dem Bewiesenen 

| a | ee g +0 
und somit 

|Ar=&9- 


Lässt man ferner die Reihe x “P(x), wo p eine beliebige ganze Zahl 
bedeutet, an die Stelle von P(x) treten, so ist gr “ die obere Grenze 
für den absoluten Betrag von x "P(x), wenn man der Grösse # nur 
solche Werthe giebt, deren absoluter Betrag gleich 7 ist; man hat also 

PS tale 
| Ay | En 


was zu beweisen war. 
Für Potenzreihen von mehreren Veränderlichen gilt ein analoger Satz, 
der sich ebenso elementar wie der vorstehende beweisen lässt. 
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2. Zu8.81,29 vu. 


Sind w, w zwei complexe Grössen, für welche der reelle Bestandtheil 
wy! TS : a a i : 
von —- positiv ist, und bezeichnet man die Werthe, welche die Function 
t 
pu, w) für «=o, w+ w, w' annimmt, beziehlich mit ¢,, ¢,, ¢,, S0 
hat man *) 


2 


9 € 
=) OPE EE E ET UEN A 


wo 
om 


wi 


ist. Nimmt man ferner vier ganze Zahlen p, q, p',q' so an, dass unter 
ihnen die Relation 
py -pg—1 
besteht, und setzt 
O'R 

O = pwo + qu’, © = p'o + q'o', h, =e ®i j 

so ist, wenn p', q beide grade, p, q' also beide ungrade Zahlen sind, auch 
po |o,w)—e, P(@+6'|o,0') = e, p |w, o')=e,, 


und es gilt die Gleichung 


4 


IAN? 
(2) . (e, già e) aD (i j 2h, 4 2h f; 2h; pee 2 ; 


= 
ie, 


man hat also 
oo oi 4 PE, 4 oo yy 4 
(1 4 te )= (zp +295 ) (1 + z ) í 
y = = 


Nun sei ¢ eine positive Grösse, und 


a i Ae l 
w 3 3 wW = 67 l, 
so ist 
Lin, ERG F E D 
PEIE ni 1 zi 
Lim. h, = Lim. e? "7 oe?! - 
t=a0 f =s] 


*) 8. die „Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Functionen, 
herausgegeben von H. A. Schwarz“, S. 43. 
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es ergiebt sich also, wenn unter x eine Veränderliche, deren absoluter 
Betrag kleiner als 1 ist, verstanden wird, aus der vorstehenden Gleichung, 
dass der absolute Betrag der Summe 


1- M hi 
val 


unendlich gross wird, wenn sich x auf einem bestimmten Wege dem Grenz- 
werthe 


nähert. Nun kann man aber, wenn x, irgend eine bestimmte Grösse 
vom absoluten Betrage 1 ist, die Zahlen p,q, p',q' so annehmen, dass 
dieselben den angegebenen Bedingungen genügen und überdies der ab- 
solute Betrag der Differenz 


so klein wird, wie man will; es giebt also in jeder noch so kleinen 
Umgebung von x, Werthe der Veränderlichen x, für welche der 
absolute Betrag von | 


i > ) fn PU 
1- 2 Ya 
vl 
grösser ist als jede beliebig angenommene positive Grösse. 
Hieraus ergiebt sich nun ohne Weiteres das, was im Texte bereits 
von dem Ausdrucke 


oo 


F(x) = Le Tg 


gesagt worden ist, indem für diejenigen Werthe von x, deren ab- 
soluter Betrag kleiner als 1 ist, die Gleichung 


oo 


14-4 F(x) = (1 i Sr) 


vl 
eilt*). 
Dazu bemerke ich noch Folgendes: 
Setzt man, unter t eine Grösse verstehend, deren zweite Coordinate 
nicht gleich Null sein soll, 


z=", 1+4F(x) = 9), 


*) Fund. nov. § 40, Gl. (4.) und § 95, GL. (6.). 
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so hat man, wenn die zweite Coordinate von t positiv ist, 


+) = %(0|7), 


woraus sich die Relation 
\ 


ed) = =9(- = 


ergiebt. Ist dagegen die zweite Coordinate von t negativ, so hat man 


(2) = pl 7) = +9 Gz} 


also 
Pi — 4 € a=» 1 
p(t) = © ( 3 ) F 


Hiernach ist also der Ausdruck 


in dem einen Theile seines Geltungsbereichs gleich t, in dem andern aber 
gleich —r; er ist also nicht eine monogene Function von t, und dem- 
zufolge auch F(a) nicht eine monogene Function von «. 


Ao Zu 892 29: 


Ich lasse hier den angeführten Beweis aus dem 79sten Bande des 
Borchardt’schen Journals unverändert abdrucken. 

„Es sei x eine reelle Veränderliche, a eine ungrade ganze Zahl, 
b eine positive Constante, kleiner als 1, und 


co 
f(x) = p3 b” cos (a” æ 7); 
n=0 


so ist f(x) eine stetige Function, von der sich zeigen lässt, dass sie, 
sobald der Werth des Products ab eine gewisse Grenze übersteigt, an 


keiner Stelle einen bestimmten Differentialquotienten hat. 
7 
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Es sei x, irgend ein bestimmter Werth von =, und m eine beliebig 
angenommene ganze positive Zahl; so giebt es eine bestimmte ganze 
Zahl «,,, für welche die Differenz 


a FT Sys 

die mit x,,,, bezeichnet werde, > — 5 aber dk ist. 2 
Setzt man dann 
ER: al "Bin: 

a a” 

so hat man 
1+x 1—r 
m-l m-+1 
u'— r= — m? 2" — g= ae 3 
ach A 

es ist also 


“'<% <2". 


Man kann aber m so gross annehmen, dass =’, æ" beide der Grüsse x, 
so nahe kommen, wie man will. 
Nun ist 


f(x") fa) _ N G". cos(a" x!) — sonia? ce E ed) 


L! =ý Fam" x! — Ly 
Pe $ n cos(a” x'z)— cos(a” xaT) 
Xa Ble os Me a” (a! — x4) =) 
Sn (ern cos eos (a *" a! n) — cos(a" +” ay 7) 
= x — Ty ): 


Der erste Theil dieses Ausdrucks ist, da 


sin(a” ke x) 
Soo SB ka EE 
z i n x — To 
a jak ETa T 


cos(a” x! x) — cos(a” ER) _ 
a"(x'—2,) 


und der Werth von 


s x'-—<2, 
sin(a” ee) 


= 
8 
| 
& 
at ie 


Zur Functionenlehre 
stets zwischen — 1 und +1 


i 99 
liegt, dem absoluten Betrage nach kleiner als 
m—1 
T * (ab)", 
n=0 
also auch kleiner als 


ae a (a by”, 


Ferner hat man, weil a eine ungrade Zahl ist 


ri a 
MEHN t Sgt red “ip m 
cos (a a T) = cos(a (a i) T) =— (+1) , 
EE uch o a A RE E one APE A 
cos (a Dey cos(a a, + a 
also 


a 
; 3ER ER ER 
m+1 z) = (-1) cos (a emt T) 


S Mn cos(a” Lang ' T) — cos (a slut 
2,0 i (- 7 
n=0 


ep 


X 


Uy T) m 1 + cos (a L 
er 1) On b) 
; $ O St 
Alle Glieder der Summe 


MI wi‘ 
n=0 1+, m+ 
co > Um 
> 1 SEON (a vm +1 +17) ‚m 
n=0 ET ee 
sind positiv, und das heck da cos (Xm, T) nicht negativ ist, 1+ £p igi 
9 
aber zwischen — und — > liegt, nicht kleiner als EA 
Hiernach hat man 


fix’) — La. 


na D A 
wo n eine positive Grösse, die > 1, bezeichnet 
— 1 und +1 enthalten ist 

Ebenso ergiebt sich 


während ¢ zwischen 


fer) -fe 


get 


Xn m 2 
I — — 1)" @d)".9, G 


ren, 
wo n, ebenso wie n positiv und > 
liegt. 


Sit, e, aber zwischen — 1 und + 1 
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t 


Nimmt man nun a,b so an, dass ab > 1+ 3T? also 


ist, so haben 
f@")—f@,) , fe") - fa) 


S TE 
x Di x Ly 


stets entgegengesetzte Zeichen, werden aber beide, wenn m ohne 
Ende wächst, unendlich gross. 

Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass f(x) an der Stelle (= = x) 
weder einen bestimmten endlichen, noch auch einen bestimmten unendlich 
grossen Differentialquotienten besitzt“. 

Im 13ten Bande der „Fortschritte der Mathematik“ finde ich auf 
S. 335 in einem Referate über Herrn Wiener’s im 90sten Bande des 
Borchardt’schen Journals erschienene, auf die im Vorstehenden betrachtete 
Function f(x) sich beziehende Abhandlung die Bemerkung, es sei Herr 
Wiener durch eine gründliche geometrische und analytische Untersuchung 
der in Rede stehenden Function zu dem Resultate gelangt, dass die Be- 
hauptung, es besitze diese Function an keiner Stelle einen bestimmten Diffe- 
rentialquotienten, nicht durchweg aufrecht erhalten werden könne. Ich 
entnehme daraus, dass ich im Glauben, Jedermann wisse, was erforder- 
lich ist, wenn eine stetige Function an einer bestimmten Stelle einen 
bestimmten Differentialquotienten besitzen soll, am Schlusse des obigen 
Beweises mich doch zu kurz gefasst haben muss, weswegen ich die fol- 
senden Erläuterungen hinzufüge, welche freilich für die meisten Leser 
überflüssig sein werden. 

Wenn eine stetige Function F(x) der reellen Veränderlichen x an 
einer bestimmten Stelle (x = x,) einen bestimmten endlichen Diffe- 
rentialquotienten besitzen soll, so ist dazu nothwendig — selbstver- 
ständlich aber nicht hinreichend — dass alle Werthe, welche der Quotient 


Fa) — F(,) 


L— Ly 


nach Festsetzung einer oberen Grenze fiir den absoluten Betrag der 
Differenz x — x, annehmen kann, zwischen endlichen Grenzen enthalten 
seien. Diese Bedingung ist für die von mir angegebene Function f(x) 
niemals erfüllt, wie man auch x, annehmen möge. 
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Soll ferner F(x) für x =x, einen bestimmten unendlich grossen 
Differentialquotienten (+ co oder — 00) haben, so muss nach Annahme 
einer beliebigen positiven Grösse g für den absoluten Betrag von x — x, 
eine obere Grenze sich so festsetzen lassen, dass jeder Werth, den der 
F(x) — F(x) 
Quotient —-—————*. alsdann erhalten kann, im ersten Falle zwischen 


-= 

0 
g und + co, im zweiten dagegen zwischen — g und — oo liegt. Eine 
nothwendige Bedingung fiir die Existenz eines bestimmten unendlich grossen 
Differentialquotienten der Function an der Stelle (x = x) ist also, dass 


der Quotient 
F(x) — F(x) 


£T 

für alle einer hinlänglich klein angenommenen Umgebung der Stelle x, an- 
gehörigen Werthe von x dasselbe Zeichen habe. Auch diese Bedingung ist 
für die in Rede stehende Function f(x), wie gezeigt worden, niemals erfüllt. 
Ich muss also den Satz, dass die von mir aufgestellte Function an 
keiner Stelle einen bestimmten Differentialquotienten besitze, 
als unbedingt gültig aufrecht erhalten. Herrn Wiener’s Einwendungen 
dagegen beruhen übrigens auf einem leicht aufzuklärenden Missverständnisse. 
Es ist mit dem Satze gar wohl vereinbar, dass für gewisse Werthe x, sich 
eine unendliche Reihe von Werthen 2,, #,, #3, .... so bestimmen lässt, 
dass Lim. x, — x, ist und zugleich 


0 
moo 
Lim. Maw) E) 


n=0co Z n a 0 


einen bestimmten Werth erhält. Daraus aber zu schliessen, dass in einem 
solchen Falle f(x) an der Stelle (x = x,) einen bestimmten Differential- 
quotienten besitze, ist ebenso unzulässig, wie es sein würde, wenn man 
z. B. von der Function 

F(x) = æ sin (x + J) 


behaupten wollte, sie besitze an der Stelle (x= 0), den Differential- 
quotienten Null, weil sich, wenn man 2, — — sett, 
; EFt. 
Lim. 7, = 0 und Lim. A A 


n= n=00 H 
ergiebt. 


a INT ee 
 & 7 
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Nachtrag. 


(Ans dem Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften vom 21. Februar 1881.) 


In der am 12. August 1880 der Akademie vorgelegten Abhandlung 
„Zur Funetionenlehre“ habe ich (in $ 4) eine aus rationalen Func- 


tionen einer Veränderlichen æ gebildete unendliche Reihe aufgestellt, 
welche die Eigenthümlichkeit besitzt, dass sie den Werth 


1 oder — 1 


hat, jenachdem der reelle Theil von æ positiv oder negativ ist. 

Obwohl diese Reihe an sich einfach genug ist und für den Gebrauch, 
den ich von ihr zum Beweise des in $5 d. g. Abhdl. gegebenen Haupt- 
satzes gemacht habe, durchaus geeignet sich erweist, so ist doch ihre 
Herleitung einigermassen umständlich und setzt mehrere Sätze aus der 
Theorie der trigonometrischen Functionen voraus. Um so interessanter 
war es mir, kürzlich durch eine briefliche Mittheilung von Hrn. J. Tannery, 
Professor an der Faculté des sciences zu Paris, der meine Abhandlung 
ins Französische übersetzt hat, zu erfahren, dass es höchst einfache 
Reihen ähnlicher Art giebt, welche nicht nur für den angegebenen Zweck 
dasselbe leisten wie die meinige, sondern vor dieser zugleich den wesent- 
lichen Vorzug haben, dass zu ihrer Aufstellung und zum Nachweis ihrer 
charakteristischen Eigenschaft nur die elementarsten Sätze der Functionen- 
lehre erforderlich sind. 
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Ich erlaube mir, aus Hrn. Tannery’s Briefe das Nachstehende mit- 
zutheilen. 
„Man nehme eine unendliche Reihe positiver ganzer Zahlen 


My) My; My, +00 


so an, dass 
Lim. m, = ©, 


N= 


so ist 


Pim: ia 


N=CO 1p ” 


1+" 3 1, wenn|x|<1, 
— 1, wem |z| > 1. 


Man hat aber 


1 E gn 1 a go n 1 2 a 1 oe Pte 
a e 
I ge By he Be Er 1) 
EET N a a ‘a D (a 1) ; 
setzt man also 
14 apo co g gt er tees Ss 
an ee 


: 
so convergirt die Reihe auf der rechten Seite dieser Gleichung für jeden 
Werth von a, dessen absoluter Betrag von 1 verschieden ist, und hat 


den Werth 
+1 oder-—1, 


jenachdem der absolute Betrag von « kleiner oder grösser als 1 ist. 
Nimmt man in dem vorstehenden Ausdrucke von 4 (a) 


oh 9 


*) Ich bin vor nicht langer Zeit darauf aufmerksam gemacht worden, dass sich 
in einer Abhandlung des Herrn E. Schröder a. d. J. 1876 (Schloemilch’s Zeitschrift 
für Math. u. Phys., 22. Jahrg. S. 184) die Formel 

A j 3 i [= ven Ia1<1, 

+ +~ += u Er 


1 
nz WER ei>1;, 


findet, woraus sich die im Texte nachgewiesene Eigenschaft der Function 4 (x) in dem 
Falle, wo m, =?" ist, unmittelbar ergiebt. 
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Dazu bemerke ich noch Folgendes. 

Es ist unmittelbar ersichtlich, dass die von Hrn. Tannery gegebene 
Reihe in der Nähe jedes Werthes von x, dessen absoluter Betrag nicht 
gleich 1 ist, gleichförmig convergirt. 

Ist ferner x’ eine beliebige rationale Function von x, so werden in 
der Ebene der letzteren Grösse diejenigen Werthe derselben, für die der 
absolute Betrag von a’ gleich 1 ist, durch eine algebraische Curve 
repräsentirt, welche die Ebene dergestalt in mehrere Stücke zerlegt, dass 
der absolute Betrag von x’ in einigen Stücken kleiner als 1, in den 
andern grösser als 1 ist. Setzt man also 


ya)=X,@), 


so ist y (x) ein Ausdruck von derselben Beschaffenheit wie der von mir 
im Anfang des § 5 d. g. Abhdl. ebenso bezeichnete. Nimmt man insbesondere 


so erhält man einen Ausdruck, der gleich dem von mir mit X{x) be- 
zeichneten den Werth 


-1 oder —1 


hat, jenachdem der reelle Theil von x positiv oder negativ ist. 
D 


LDL LDP 
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Einige auf die Theorie der analytischen 
Funetionen mehrerer Veriinderlichen sieh be- 
ziehende Sätze, 


l. Vorbereitungssatz.*) 


Ist F(x, x,,...%,) eine gegebene, in der Form einer gewöhnlichen 
Potenzreihe dargestellte Function von a, s... £p, Welche, wenn diese 
Veränderlichen sämmtlich verschwinden, ebenfalls gleich Null wird, so 
giebt es stets unendlich viele, dem Convergenzbezirke der Reihe ange- 
hörige Werthsysteme der Grössen #,#,,...2,, Welche die Gleichung 


F(x,2,..2,) = 0 
befriedigen. 

Bei vielen Untersuchungen handelt es sich nun darum, von diesen 
Werthsystemen alle diejenigen zu bestimmen, für welche der absolute Be- 
trag jeder einzelnen Grösse eine — beliebig klein anzunehmende — Grenze 6 
nicht überschreitet. 

Diese Aufgabe lässt sich folgendermassen lösen. 

Es werde 

F(a, 0,...0) mit F(a) 


bezeichnet und 
I(x, &,, «+. 2p) = F,(x) — F (x, &,, ++ 24) 


gesetzt, so dass F, für jeden Werth von « gleich Null wird, wenn z}, ... £p 


*) Diesen Satz habe ich seit dem Jahre 1860 wiederholt in meinen Universitiits- 
Vorlesungen vorgetragen. 
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sämmtlich verschwinden. Ich nehme nun zunächst an, dass F(x) nicht 
für jeden Werth von x verschwinde. Dann kann man eine positive 
Grösse p so annehmen, dass F(a) für keinen Werth von x, dessen 
absoluter Betrag > 0, aber <p ist, verschwindet, und dass es zugleich 
Werthe von £; £o- Xps die sämmtlich von Null verschieden sind, 
giebt, für welche die Reihe F\(p,2,,...«,) convergirt. Wenn ferner 
eine zweite positive Grösse p, so angenommen wird, dass sie > 0, aber 
<p ist, und festgesetzt wird, dass der absolute Betrag von x zwischen 
P, und p liege, die absoluten Beträge von #,,...x, aber alle unter einer 
Grenze p, bleiben sollen, so kann man p, so klein annehmen, dass für 
alle Werthsysteme von &, &,:..%,, welche diese Bedingungen erfüllen, 


F, dem absoluten Betrage nach grösser als F, 


ist. Man hat dann 


2 Nae ik 
9 Bes ae Bi aes 
= a = 3 4 —; te a o e REOR 
F iz, Up ce | F, F, F ET F 
as 0 Fo A= O m a Fa a == 00 Be 0 F; 
0. Ox Ox Or 
ee ee ee 
1 — —— | 
i F, A=] js A= 1 F, 
OF, ` 
hai \=00 Ba X 
Oe 1:9 (2 ) 
— — Be 
Y A 
F, ant À oq F, 


Es ist aber, da der grösste Werth, welchen der absolute Betrag von 


— für alle jetzt betrachteten Werthe von æ, £j... Xy besitzt, kleiner 


is 
als 1 ist, die Reihe 
A 
in 
ER 
i=1 ) F, 
gleichmässig convergent, und daher 
OF OF, A 
On _. 0x ) F, 
Ae. ee ae bas 
F F, Ot Jem & F 
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Es kann ferner, wenn das Anfangsglied in der Entwickelung von F,(«) 


A 
4 
den Exponenten m hat, is in eine Reihe von der Form 
F, 
K=Xx x 
— I) 
ba G (a x) gm ae 
fon! BIT 0 
H=0 À ‘ H 


entwickelt werden, wo @(q,,... En), eine gewöhnliche Potenzreihe von 
sH 


Li- Ly bedeutet; und bei der eben erwähnten Eigenschaft der Reihe 


À 
co 1 F 
23 
A}=1 F 


0 


kann man alle Glieder, welche dieselbe Potenz von æ enthalten, in eines 
zusammenziehen und erhält so: 


wo auch G(x,,...2,) eine gewöhnliche Potenzreihe bezeichnet. Ferner ist 
v 


wo G(x) eine gewöhnliche Potenzreihe von x bedeutet. Also: 


or v=+ 
or £ —- Coo 

bee ma '+G (a) — g a G(x En) + 
F x Po; on a 8) ee 


Aus dieser Gleichung lässt sich zunächst ersehen, dass, wenn man den 
Grössen Li, Lo... Ly bestimmte Werthe, die dem absoluten Betrage nach 
sämmtlich kleiner als p, sind, beilegt, die Gleichung 


F(a, x,,...%,) = 0 
stets durch m Werthe von x, die dem absoluten Betrage nach kleiner 


als pọ sind, befriedigt wird, vorausgesetzt, dass jeder so oft gezählt wird 
als die zugehörige Ordnungszahl anzeigt. (Vgl. S. 10.) 
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Dass es überhaupt innerhalb des angegebenen Bereiches Werthe von 
x giebt, welche F=0 machen, lässt sich so zeigen: Angenommen, es 
würde F(z, £... £) bei gegebenen Werthen von 2,,...2, für keinen 
ar 
der in Rede stehenden Werthe von x gleich Null, so liesse sich -F- 
für alle Werthe von æ, die dem absoluten Betrage nach kleiner als pọ 
sind, in eine nur ganze positive Potenzen von x enthaltende Reihe ent- 
wickeln, und diese müsste für die ihrem absoluten Betrage nach zwischen p, 
und ọ liegenden Werthe von æ mit der vorstehenden übereinstimmen. Dies 
ist aber nicht möglich, da in der letzteren Reihe das Glied m x" vorkommt. 
(Da die erste Ableitung einer Potenzreihe von x niemals ein Glied mit 
dem Exponenten — 1 enthält, so kann sich das angegebene Glied nicht 
gegen ein anderes heben). — Angenommen nun, es seien 
TR 
die in dem angegebenen Bereiche liegenden Werthe von x, welche die 
Gleichung F(a, £.. £p) = 0 befriedigen, wobei ein jeder in diese Reihe 
so oft aufzunehmen ist, als seine Ordnungszahl anzeigt, so wird die 
Differenz 
or 
Cx 1 1 


D Adi ' en) 
FOCa-« - e—a” 


für keinen Werth von æ, dessen absoluter Betrag kleiner als p ist, un- 
endlich gross, und kann daher in eine nur ganze positive Potenzen von 
æ enthaltende Reihe P(x) entwickelt werden. Für alle Werthe von a, 
die dem absoluten Betrage nach kleiner als p, aber grösser als jede der 


Grössen x',&",...x”’ und p, sind, hat man also: 

oF 

or Kay —v—1 

F P(x) 4 > 5% ; 

v0 
wo 
v fn) Y 
s=) E, 

und 

i = 1 É = vi 

er — 

F mx + G(x)— ya F(a, ».. En), -va 

y=— 00 
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oF 
j = $ i A A On . 
Die Vergleichung dieser beiden Ausdrücke von — Fo giebt 


8) = m oder r = m 


d.h. die Anzahl der in Rede stehenden, die Gleichung F(a, x, ... £) = 0 
befriedigenden Werthe von x ist gleich dem Grade des Anfangsgliedes 
you: Fir, 0;:::0): 

Ferner ergiebt sich, wenn man 


v= — 1 und />0 annimmt 
y , 
SET tG (t Uy), 
Setzt man daher: 
ae : me Lara Ey pa (m) S m - > Bl A a 
RER RE ph) a Yenc Beeren bh 
so dass 
of 
Or i : i 1 
SIR Fr er Zn a A 
f —x' x — g™ 


ist, so erhält man für Werthe von x, die dem absoluten Betrage nach grösser 


. ! m 
sind als x',... 2°”, 
ro R ur ea Fr 
Max H(m —1)f, x Lae Er 2 4 fee 
EEE m ALT. A = ME a sa q Sy X 
$ SUR A j Cim 
und hieraus: 
Wi asa 
21, =— 8 — Ff, 
3 fs = Sa camel 
Tg, m Sin A RT re Si fin ; 


Hiernach sind f}, . - - fm sämmtlich Potenzreihen von &,, ... £p, welche 


sicher convergiren, wenn alle diese Grössen dem absoluten Betrage nach 
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kleiner als p, sind. Die gesuchten m Werthe von x werden dann ge- 
funden durch Auflösung der Gleichung 


aie Figen a ud fa 
oF 


Man erhalt ferner durch Vergleichung der beiden Ausdriicke von Es 


es | 


B(x) = G(x) — = (VE 1) Ele 6s. Ea), „x 
v=0 


für alle Werthe von x, die dem absoluten Betrage nach kleiner als p sind. 
Setzt man daher 


F 
DTE ais En) = fa (x) dx — F Das. By ia 


ve 
0 AR 


G(x, a7,,...2 
(Ly Ly, ose Ly) =e (ar, x ra) 


$ 


so sind © und § gewöhnliche Potenzreihen von x, £... Xp, welche 
sicher convergiren, wenn |x|<p, |x,|<Pp,„...|&,| <Pp,. Dabei wird 
5=1, wenn zx, £... Xyp simmtlich verschwinden. 


Aus der Gleichung 


o F of os 
On.) . OF Ox 
BRR g 3 


folgt nun 
Fin ST Rapes Vg) OR 


wo C den Coéfficienten von x” in F(x, 0, ... 0) bedeutet. 

Die Coöfficienten von f, § sind nun unabhängig von den gewählten 
(Grössen p, p,; die vorstehende Gleichung muss also gelten für alle Werthe 
Von T, #,,...2%,, bei denen die Reihen F, f, § alle drei convergiren. 

Nehmen wir also eine Grösse 6 so an, dass erstens alle 
Werthsysteme von £, Ly.. Ly, in denen jede dieser Grössen 
dem absoluten Betrage nach die Grenze 5 nicht überschreitet, 
dem Convergenzbezirk der genannten drei Reihen angehören, und 
dass zweitens (x, £; ...%,) für keines derselben verschwindet, 
so werden diejenigen unter diesen Werthsystemen, welche die 
Gleichung F(a, x; ...2,) = 0 befriedigen, durch Auflösung der 
Gleichung mten Grades f(x, £i... £p) = 0 bestimmt. 
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Es ist hierbei, wie bemerkt, angenommen worden, dass 
(20 0) 


nicht identisch gleich Null ist. Ist dies der Fall, so hat man zur 
Lösung der gestellten Aufgabe folgendermassen zu verfahren. 

Man bezeichne mit (#,2,,...2, ; die Summe derjenigen Glieder von 
PNO Cty), welche von der Aten Dimension sind, und mit j den 
kleinsten Werth von A; für welchen die Coéfficienten von (x, £.. £y 
nicht sämmtlich verschwinden, so dass man 


F(a, = (a, a, (Gt, 5.00 ne es 


pe a Writ! 


l m 
hat. Sodann führe man an Stelle von £, Lı, ... X, ebenso viele andere 
Veränderliche y, y,,... Yp ein mittelst der Gleichungen: 


L = Cog YF Cy Yt E ConYn 
Ap — a | ’ pe cee" ’ 

Hy = Cy Y © G F Cin Yn 
Ly = CnoY yrs? Tony Yn» 


wo die Grössen Cygs +++ Can Constanten bezeichnen, die Keiner andern Be- 


schränkung ee sind, als dass 


| Co ee 


le à 
Cno? Aa, Cnn 


und 

(Coos Cio A Cro) 
von Null verschieden sein miissen. Durch diese Substitution verwandelt 
sich F(v,7,,..”,) in eine ähnliche Function von Y, Yy- Yn: Welche 


mit F(y, Yis Yn) bezeichnet werden möge. Dann hat man: 
— p+1 
F(y,0, «2. 0) = (Cop Cro: +» Eng) 4 y” + (Coop Cio +++ Cno)ayi y” 5 5 yas 


Es ist also die Function F(y,0,...0) nicht identisch gleich Null 
und ihr Anfangsglied von der ten Ordnung. 

Man kann daher nach dem Bewiesenen F(y, Y,- Yn) darstellen 
in der Form 


Ft Yir Yn) = (y" + TO AORN VA, pg + OYn Yn) OY Ua 
8 
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wo ©, ... ©, Potenzreihen von y,,...y, bezeichnen, die sämmtlich gleich 
Null werden, wenn diese Veränderlichen sämmtlich verschwinden, während 
G(y,Yy--Y„) eine Potenzreihe von y, Yy, --- Yy ist, welche einen von Null 
verschiedenen Werth erhält, wenn y, %,, -.- Yp simmtlich gleich Null gesetzt 
werden. Die letztere Reihe kann nun in eine ebenso beschaffene Potenz- 
reihe von &, &,,... x, verwandelt werden, die mit G(x,2,,...x,) bezeichnet 
werden möge. Dann hat man 


| $ 2 cs 
F(&,% R, (y+ y" CAOT A He + Gy, ey Bla AA 


Nun kann man ò so klein annehmen, dass für jedes Werthsystem 
der Grössen x, &,,...%,, in welchem jede einzelne dem absoluten Betrage 
. nach kleiner als ò ist, erstens Ö(@,x,,...x,) einen von Null verschie- 
denen Werth erhält und zweitens das entsprechende Werthsystem der 
Grössen y,,...y, dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirke der Reihen 
SW.) +: Gui- Yn) angehört. Hieraus ergiebt sich Folgendes: 

Wenn man zu jedem dem gemeinschaftlichen Convergenz- 
bezirke der Reihen ©, ... ©, angehörigen Werthsysteme y,. ... Yn 
die x der Gleichung 


H 


3 p—1 ny R 
BE Oy, ne Yn) es tee OMUR tee Yn) = \ 


genügenden Werthe von y bestimmt, und dann aus den so sich er- 
gebenden Werthsystemen y, y,,... Yp die entsprechenden Werth- 
systeme x, &%,...%,, berechnet, so finden sich unter den letzteren 
alle diejenigen, welche die Gleichung F(a, x ,...2,) = 0 befriedigen 
und die Bedingung erfüllen, dass jede einzelne Grösse dem ab- 
soluten Betrage nach kleiner als die angegebene Grösse 6 ist. 


9 
ae 


Eine Potenzreihe ®,(x,,...x,) ist durch eine andere P&r- ty 
theilbar, wenn sich eine dritte Reihe },(x,,... £p) so bestimmen lässt, 
dass 

Bea a t Ey i La 
ist. 

Hat P, an der Stelle (w,=0,...2%,=0) einen von Null verschie- 
denen Werth, so existirt stets eine die vorstehende Gleichung befriedigende 
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Reihe ®,; dagegen ist dies nicht der Fall, wenn ®,(0,...0) = 0 ist, 
während ®,(0,...0) einen von Null verschiedenen Werth hat. Es bleibt 
daher nur zu untersuchen, unter welchen Bedingungen ®, durch ®, theil- 
bar ist in dem Falle, wo 


3,0 ...0), B,(0, +. 0) 


beide gleich Null sind. 
Man führe (wie in Art. 1) an Stelle von «,,...7, n andere Ver- 
änderliche ¢,,...¢, ein, indem man 


n= Inj t+ = + Inn'n 


setzt und die Constanten 9,,. 91.5 +++ Im So wählt, dass erstens 7,,... £y 
von einander unabhängige Functionen der Grössen ¢,,...¢, sind, und 
zweitens weder P (gto. Int) noch Pit. Init) für jeden 
Werth von ¢, verschwindet. Wenn dann die höchsten Potenzen von f¢,, 
durch welche diese beiden Functionen von t, theilbar sind, beziehlich die 
Exponenten p, y haben, so kann man, wie in Art. 1 gezeigt worden, 


P (Bp +» %,) auf die Form G)(t,,t,, ++ ty) Bolt; ed t) 


Da aa a a  Sae le See 


bringen, wo 
1 


x H 0 f p= 0 
er NE ee) 


x . y 1 y—1 1 
EB Citar seg) =f, + By oe QQ Ee A A «oo ty) 


0 0 1 1 
ist. Dabei verschwinden Pi Bu; Pi- .. P, sämmtlich an der Stelle 
(=0,...1,—=0), während ®,(0,...0), P (0, ... 0) beide einen von Null 
verschiedenen Werth haben. 

Man nehme nun eine positive Grösse 6 so an, dass für jedes den 

Bedingungen 

= ME tal SÈ 

g* 
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genügende Werthsystem (¢,,...¢,) die angegebenen Umformungen von 
Pu) P (£i 2n) gelten. Dann kann man ferner eine positive 
Grösse 6,, die kleiner als 6 ist, so annehmen, dass für jedes den Be- 
dingungen 


genügende Werthsystem (¢,,...¢,) jede der beiden Gleichungen 


GLE, E = "0, 
G (ty tay tp) = 0 


nur durch solche Werthe von ¢,, die dem absoluten Betrage nach kleiner 
als 6 sind, befriedigt wird. Sind für irgend ein System bestimmter Werthe 


VON boy «+. ty 
en) (m) 


ak, AR 
die von einander verschiedenen Werthe von ¢,, welche der einen oder der 
anderen dieser Gleichungen, oder auch beiden genügen, so hat man 


G (t Une Saat ) 1 Ma Am 
crear: = (t, an t) A (ti fy ’ 
ACT ie t,) 


WO A,,...A,, ganze Zahlen bezeichnen, deren Summe gleich v— jt ist. 
Hat eine dieser Zahlen einen negativen Werth, so kann man der Grösse ¢, 


einen solchen Werth geben, dass 
| BD) | er 
EEE Bo 
ist, wo g eine beliebig angenommene positive Grösse bedeutet, ohne dass 


G (tt, +. t,) = 0 ist. Infolge der Gleichung 


Bar) Oia ty) BG, i) 
Polen ars Ly) Got to» eyes ty) Bol, ... ta) 


existiren also in jeder noch so kleinen Umgebung der Stelle (0,0.... 0) 
Werthsysteme (x,,...,), für die der Quotient 


Pi (£; TE) 
B vs he) 
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dem absoluten Betrage nach jede beliebig angenommene Grösse übertrifft. 
Daraus folgt sofort, dass, wenn ,(a,,...%,) durch P, (£; -++ Ln) theil- 
bar sein soll, jede der Zahlen %,,...A,, positiv oder gleich Null, und 
somit (zunächst unter der Voraussetzung, dass t,,...t,, bestimmte, den 
Bedingungen 


ld; --- =, 
genügende Werthe haben, und der absolute Betrag der Veränderlichen ¢, 
1 Acacar x] 3 P a 1 ar geal 
nicht grösser als 5 sei) G (fta tp) durch G (tirto +- tn) theilbar sein 
muss. Dazu ist zuerst erforderlich, dass v> p sei. 
Nun kann man aber, wenn diese Bedingung erfüllt ist, und 


p p= y 


Ant, A «+A Bt 


0“y 1 RSS u? oA 


—1 
Be mn 


zwei ganze Functionen von ¢, mit unbestimmten Coéfficienten sind, zwei 
andere Functionen 


vu p—1 
Ct, Ae Ss £ Dit, ae > 
dergestalt bestimmen, dass die Gleichung 
Vale 
A, (B,t, +::°+B,) 
p vu p— 
[An te Ate r= po rd ED lie DEE y 


besteht; und es sind dann 
ß 
Cy Cy, D 


ganze Functionen von Ay... Ay, Bar. By. Die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafür, dass bei bestimmten Werthen von A), ... Ay» 
B,,... B, und unter der Voraussetzung, dass A, nicht den Werth Null 
habe, 


y H . : 
Bot, +-+--+B, durch Aji, +---+ A, theilbar sei, 
werden dann durch die p Gleichungen 


D,=0, ... D,=0 


ausgedrückt. 


http://rcin.org.pl 


118 Einige auf die Theorie der analyt. Funct. mehrerer Veränderl. sich bez. Sätze. 


Setzt man nun 


0 0 
Amt, y= By (ty -- ty)s » + A Bali by) 


: 1 1 
BEI Bere Ber. si, 


so werden C,,...C,,, Dis -+ Dp Potenzreihen von ¢,,...¢,, die sämmt- 


lich an der Stelle (¢,=0,...¢,=0) verschwinden und mit 


3 3 4 4 
Bu ee NR a ARR AET, A le te) 


bezeichnet werden mögen. Damit $,(~,,...%,) durch P, (£; <-> £y) theil- 
bar sei, müssen nun 


4 4 
su; U E yeish) 


sämmtlich verschwinden, wenn 


Dies ist aber nur möglich, wenn in jeder Reihe sämmtliche Coëfficienten 
gleich Null sind. 
Angenommen nun, diese Bedingung sei erfüllt, so hat man 


vo 


G (istas 1 tn) pi GÉ b, Vanes ta) ; (t, eh ay Pyp (ta ie t,,)) 


u ET A tn COR a 


> 


und daher 
Bl, ae ys hgh an ee 
Be. ae AL Er Ri Bi aoc 


N y 3 } t eee t 
REEL ee: Bu (ty «++ tn) 
Dr) 


== PB, Bolt toy vex in) 


Verwandelt man nunmehr ®,(t,, ... ¢,) in eine Potenzreihe von &,, ... £y, S0 
ergiebt sich 


ER. Ber ie az 
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Wir haben also folgenden Satz: 
Es seien },(a,....2,), P (£i Ln) zwei Potenzreihen von 
Lys- Vy; Welche beide an der Stelle (=, = 0, ... 2, 0) verschwinden. 
Man bilde auf die angegebene Weise die beiden Ausdrücke 


p 0 p~ 0 
t+ Bla tdi ++ Bult, --- ty) 
v F y—1 1 
t, ! Pi (a -e tn) t ors Py (lay «++ ty)» 


0 0 1 1 3 J 
und setze aus Py- BP, Pi- Py die Potenzreihen 


4 4 
Bl ics bah y's oe Cg ae 


zusammen. Die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass P (£... £p) durch $,(a,,...%,) theilbar sei, be- 


steht dann darin, dass in jeder der Reihen Bar By sämmt- 
liche Coéfficienten gleich Null sein müssen. 

Es geht aber auch aus dem Vorstehenden hervor, dass nur in dem 
Falle, wo eine der mit A,,...4,, bezeichneten Zahlen negativ ist, ®, 
nicht durch P, theilbar ist. Daraus lässt sich schliessen: 

Kann man zeigen, dass der absolute Betrag des Quotienten 


Plan Fn) 
Ir 


wenn (7,,...2,) in einer gewissen Umgebung der Stelle (0, ... 0) 

und so, dass B,(z,, -.. £p) nicht gleich Null ist, angenommen wird, 

stets kleiner als eine angebbare Grösse ist, so reicht dies aus, um 

festzustellen, dass ®,(z,,...,) durch $,(a,,...2,) theilbar ist. 

Denn wäre das Letztere nicht der Fall, so müsste wenigstens eine der 

Zahlen ìà. ... Àm negativ sein, und es existirte, wie gezeigt worden, inner- 

halb jeder Umgebung der Stelle (0,...0) ein Werthsystem (#, ....2,), für 

welches der absolute Betrag des in Rede stehenden Quotienten jede an- 

gebbare Grösse überträfe, ohne dass P,(@,....7,) gleich Null wäre; 
was der Voraussetzung widerspricht. 


In jedem Falle, wo entschieden werden kann, ob der Quotient Pi 
0 


die angegebene Beschaffenheit hat oder nicht, ist man demnach der Bil- 


4 + 
dung der Reihen ®..... P, überhoben. 
> 1 p 
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Es soll nun ferner untersucht werden, unter welchen Be- 
dingungen zwei Reihen §,(z,,...2,), Bl... 2%), die 
beide an der Stelle (0,... 0) verschwinden, einen gemein- 
schaftlichen Theiler von derselben Form, der ebenfalls an der 
Stelle (0,...0) verschwindet, besitzen. 

Angenommen, man habe 


Pay t= lp) Re Tigh BE wo Le 
ECA see 1a) = Mia... San a) è RI nee 3) j 


und es sei P,(0,...0)=0. Man verwandle wieder ®,, P, auf die an- 
gegebene Weise in Functionen von ¢,,...¢,. Zufolge der in Betreff der 
Functionen Po (gti -e Init): Pilat -++ gnt) gemachten Voraussetzung 
kann auch P, (giti +++ Init) nicht für jeden Werth von ¢, verschwinden ; 
die höchste Potenz von ¢,, durch welche diese Function theilbar ist, habe 
den Exponenten %,, so kann man 


Ml auf die Horm C(t, ...4) Bl) 
bringen, wo 
A—1 2 
ra SSE 


A De : 
ee Wr a 


und P, (0,... 0) nicht gleich Null ist. 
Dann hat man ; 


Sag 

BSCE fs Yas vos bag) i ghee Sy Peg (ly ah hy) Mai te BE 
Ch 
Bah = tn) 

te ba). a Bu yy lt) Pa Ei o a 
Bl 


Es sind also 


CL A, CAA a E 


beide durch G, (t; ty ...¢,) theilbar. 
Nun kann man bekanntlich, wenn 


ee A Be 


y 
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unbestimmte Grössen bedeuten, aus denselben eine Reihe von ganzen 
Functionen 


C, C 


j e 


zusammensetzen, vermittelst welcher sich die nothwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen dafür, dass bei bestimmten Werthen von A,, . ‚Ay; 


B,,... B, und unter der Voraussetzung, dass weder A, noch B, gleich 


Null sei, die Functionen 


H y 


Aaa Aig: a R 
einen grössten gemeinschaftlichen Theiler Aten Grades besitzen, sich fol- 
gendermassen ausdrücken lassen: Es muss C, in der Reihe der Grössen 
C, Ci C,,... die erste sein, welche nicht gleich Null ist. 

Diese Bedingung als erfüllt vorausgesetzt, stellt sich dann der grösste 
gemeinschaftliche Theiler der beiden Functionen in der Form 


' 0%) 
jr = Oy pada so ioe 
Ra > he EU C. 
a r 
! (0) ; 
dar, wo C»... C, ebenfalls ganze Functionen von Ay... Ay, By, -.. By 


sind. Nimmt man 


o 0 
A, All a ER) 


1 1 
B= B-Blye by) «+ By=By(tyy -- ty) 5 


ie 


er e she alee ME ali 
so werden U, 0, G,,....3 C NERER 


T Potenzreihen von ¢,,...¢,, die mit 


i Re) | , 2) (A, D 9,2) 
ie Re), se ea 


bezeichnet werden mögen. Dann muss, damit für ein bestimmtes Werth- 
system (t,, ... ia) 


sa BRR (a RAD A) 
als Funetionen von ¢, betrachtet, einen gemeinschaftlichen Theiler haben, 


BH, ... = 0 
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sein. Diese Gleichung besteht also bei der in Betreff der Functionen 
Band P (Ls £y) gemachten Annahme, wenn man den Grössen 
ty,... 4, solche Werthe giebt, für welche die angegebenen Umformungen 
von B,, P, gelten; woraus folgt, dass die Coéfficienten der Reihe P (¢,, ... ¢,,) 
sämmtlich gleich Null sein müssen. 

Damit ist die nothwendige Bedingung dafür, dass P, (£; --. £p), 
P (x, --- Ly) einen gemeinschaftlichen Theiler besitzen, festgestellt. 

Angenommen nun, es seien fiir zwei gegebene Potenzreihen Mi Overs Vx) 
P, (£i --- Ln) die im Vorstehenden definirten Functionen 


EA ak EI) 
Fie EOS N 


gebildet, und es ergebe sich, dass die Coéfficienten der Reihe ®(t,, ... t,,) 
sämmtlich gleich Null sind, so wie ferner, dass ®” in der Reihe der 
2 1 . ° . ° . e r = 6 
Functionen (1). die erste sei, die nicht identisch gleich Null ist. 
b 3 9 oD 
Nimmt man dann im Innern des gemeinschaftlichen Convergenzbezirkes 
oO 
der Reihen 


0 0 1 1 
Be a ae ie) Made Sf) 


irgend ein bestimmtes Werthsystem (/,,...¢,) der Grössen t,,...t, an 
und unterwirft diese der Bedingung, dass 


tlla +++ ls 


und p(t, ...t,) nicht gleich Null sein soll, so haben 
Glee BOE Gps Says S f 


als Functionen von ¢, betrachtet, einen grössten gemeinschaftlichen Theiler 
vom Grade A, der zuniichst in der Form 


(A, 0 (0,0) 


ee 


eee 


P (ty, ere ta) Kl P 
R NOA Ban ESE T BR 
BREI P 


A 
ti 


W 


erhalten wird. Die Werthe von ¢,, für welche diese Function verschwindet, 
sind sämmtlich unter denen, für die G (t t» --- tp) = 0 wird, enthalten. 
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Jeder der letzteren aber hat, wie man auch ¢,,...¢, den angegebenen 
Bedingungen entsprechend annehmen möge, einen endlichen Werth, dessen 
absoluter Betrag unterhalb einer angebbaren, von ¢,,...¢, unabhängigen 
Grenze liegt. Dasselbe gilt also auch von dem Bruch 


A’) 


P ty: tn) 
g’ rae Cane 


OSLA) 


woraus sich nach dem Obigen ergiebt, dass der Zähler durch den Nenner 
theilbar ist. Damit ist bewiesen, dass der vorstehende gemeinschaftliche 
Theiler von @,(t ty... ta) und G,(¢,,¢,,...¢,) in der Form 


A! 2 
Galti bos eee ly = t- -$ (t,, eee ty) Mae a ag P. Cty, oes tn) 


dargestellt werden kann. 

Betrachtet man nun wieder @,(t ta... tn), Oi (Erato «++ bp)» Canio «++ in) 
als Functionen von ¢, und dividirt die beiden ersten durch die dritte, so 
ergiebt sich: | 


G (tt 2 4) = G, a(Épt PE G, (tt EN tn) 
EN AR Er tail == N rete fn) Gitai wan tn) : 


wo G,,G, ganze Functionen von t,, deren Coéfficienten Potenzreihen 
von ¢,,...¢,, sind, bezeichnen. 

Multiplicirt man sodann die erste dieser Gleichungen mit Bol, EN 
die zweite mit Bi, ...¢,) und drückt darauf ¢,,...¢, durch wp.: On aus, 
so ergiebt sich: 


Ba) Ba +++ Ln) By oe By 
B (Gy 00 A RT. oe) Re eels 
wo 
De dre Myre Ug pater aan by) 
ist. 
Es lässt sich nun ferner beweisen, dass $,(2,,..- 2%»), By (2) +++ Lp) 


nicht beide durch eine an der Stelle (x, —0,...x,—0) verschwindende 
Potenzreihe von &,,...x,, theilbar sind. 
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Es ist: 


a ten tie ta 

Ba... By) = G lta os by) By Estey +++ by) 
Wären nun P, (£. £n), PiE- £p) beide durch eine an der Stelle 
(x,—0, ... 2,0) verschwindende Potenzreihe von 2,,...%, theilbar, 


so müssten sich, wie oben gezeigt worden ist, zwei Grössen 6, 4, so 
annehmen lassen, dass für jedes den Bedingungen 


t| Eö --- =, 
genügende Werthsystem (t, ... t) die Gleichungen 


GAG, tip by) Bei), 


Fit teste) Bi Es +s: t,) = 8 


durch einen und denselben Werth von ¢,, dessen absoluter Betrag kleiner 


als 6 wäre, befriedigt würden. Bei hinlänglich kleinen Werthen von 5,5, 
müsste dieser Werth von £, also den beiden Gleichungen 


RER N 
G (to, ... A, == () 


geniigen, und es hiitten somit fiir jedes den angegebenen Bedingungen 
entsprechende Werthsystem (¢,,... tp) 


G tty «0 t,) und G,(t,,t,)-<.t,) 


als Functionen von t, betrachtet einen gemeinschaftlichen Theiler, und 
daher 


Gy (tyrtyy «+ ty) und G,(tystyy «++ ty) 


einen gemeinschaftlichen Theiler von höherem als dem Aten Grade. Dies 
ist aber nicht der Fall, wenn man /,,...¢, so annimmt, dass Ph, E 
nicht verschwindet; und es ist somit die Annahme, dass ®,(z,,... £) und 
P(E Lp) beide durch eine an der Stelle (x, —0,...2,—0) verschwin- 
dende Potenzreihe von x, ... £, theilbar seien, unstatthaft. 
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Wir haben also den Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
zwei gegebene, an der Stelle (7,=0,...%,—0) verschwindende 
Potenzreihen P (a,,... £p), Pi&i- 2n) beide durch eine dritte 
Reihe von derselben Beschaffenheit theilbar seien, besteht darin, 
dass die Coefficienten einer bestimmten, nach der gegebenen Vor- 
schrift zu bildenden Potenzreihe von n — 1 Veränderlichen t,, ... tn 
sämmtlich gleich Null sein müssen. Ferner ist es, wenn diese 
Bedingung erfüllt ist, stets möglich, P (Ly --- Ln), Pı @& 1 «+» Ln) 
in der Form 


Bley ty) = Bea) Me. +2) 
Pay) Bla OH): A ayn u) 


so ausdrücken, dass $,(x,,...%,), Pylly Ly) keinen an der 
Stelle (@,=0,...x2,=0) verschwindenden gemeinschaftlichen 
Theiler haben. *) 

Hieran knüpfen sich nun noch einige andere Sätze. 

Ich nehme jetzt an, es seien {,(x,,...%,), P(T. Ly) nicht 
beide durch eine an der Stelle (0,... 0) verschwindende Potenzreihe von 
X... Lp theilbar, aber ®,(0,...0) und B,(0,...0) gleich Null. Dann 
giebt es in jeder Umgebung der Stelle (0,...0) unendlich viele Werth- 
systeme (X... %,), für die sowohl P,(&,,...2,) als Plz, +++ 2%.) Ver- 
schwindet. Denn man drücke wieder P (£, £n), P (£i £p) auf 
die angegebene Weise durch die Veränderlichen t,t,, ... ¢, aus, be- 
stimme die Function $(¢,,...¢,) und nehme auch die Grössen 6, 6, 
so an, wie oben festgesetzt worden ist. Dann giebt es unendlich viele, 
den Bedingungen 


It 
| 


-> | 
= une 


entsprechende Werthsysteme (f,,...¢,), für die 
Blt,...t,)= 0 
ist, und zu jedem dieser Werthsysteme giebt es wenigstens einen Werth 


*) Es lässt sich aus dem Vorhergehenden noch leicht ableiten, dass jede Potenz- 
reihe von @,,...&,, durch welche die gegebenen Reihen beide theilbar sind, nothwendig 
ein Theiler von ®,(x,,... ©,) ist. 
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von ¢,, dessen absoluter Betrag kleiner als 6 ist, und der die beiden 
Gleichungen 


EA E x $) = 04 
G (ts tyy «++ ty) = 0 
befriedigt; woraus das zu Beweisende unmittelbar folgt. 
Man nehme jetzt im Gebiete der Grössen £, ... £, irgend einen 


die Stelle (0,...0) umgebenden Bezirk so an, dass für jedes demselben 
angehörige Werthsystem (z,,...x,) nicht nur die Gleichungen 


AR Mae Se) 
DEIN. 
gelten, sondern auch B, AN Bd, ...¢,) beide einen von Null ver- 


schiedenen Werth haben; und setze, unter (c,, ... €p) irgend ein bestimmtes 


Werthsystem der Grössen &,,...x, in dem genannten Bezirke und unter 


(b,,...b,) das entsprechende Werthsystem der Grössen t,,... t, verstehend, 


=. ru ++: TU 
t.=b,+8,, lt 
so dass man 
u, = gut E IinSni rm = Ini t Inn§n 
i > > » : N > > 
Deg Cris 2 os Cast Hy) TB ++ Oper On) eg Oye Sy) aoe Op ey) 
l we > Le Lo Le 
U te Gore Ee, ee) U Bs a. Dat 8.) 
hat. 

He können nun P Otu: Chn) Bl tut), als 
Potenzreihen von w,,...u,, betrachtet, einen an der Stelle (u, —0,...,, = 0) 
verschwindenden gemeinschaftlichen Theiler nur in dem Falle besitzen, wo 

N a » » , 1 7 xl 3 TE p » 
Pole Cn), BL (Cy, -ee Cn) beide gleich Null sind. Dann ist auch 
E ba ba = UN 
G,(0,, by, -». by) = 0; 


http://rcin.org.pl 


0 0 
e m m—1 á 
CR + Sir OF S5 a b FS) auf die Form(s; BE, TE i EUC E) 


Einige auf die Theorie der analyt. Funct. mehrerer Veränderl. sich bez. Sätze. 127 


es geht aber aus den Ausdrücken von @,, @, hervor, dass weder 
G,(6,+8,, Oor ee On) noch G,(b,+s,, du, ... Op) für jeden Werth von s; ver- 
schwindet; man kann also 


Mm 


1 = 
n ' n—1 : ; R (e 
Dt) »y a fa TB (Sy) 0008p), 8) ++ Bu), Be 


in der Art bringen, dass 


0 0 
BeO e a 


m? 


1 1 
I) a W 


sämmtlich gleich Null sind, während -¥(0,... 0); P(0,...0), beide einen 
von Null verschiedenen Werth haben. 

Angenommen nun, P, (c + U... Gy +p), By (C HU +. Entin) wären 
beide durch eine dritte an der Stelle (u,=0, ... u„=0) verschwindende 
Potenzreihe von %,,...%,, theilbar, so würde sich nach dem Vorher- 
gehenden zu jedem System unendlich kleiner Werthe von s,,...s, ein 
ebenfalls unendlich kleiner Werth von s, finden lassen für den 


y - 3 s ee > hfe ae i 
Gb, Si Dn has N DH Bich GO Sis by- Gay» bu 8») 
beide gleich Null wären. Dann aber müsste 
Blby+ Sa -e dut8,) = 0 


für jedes System unendlich kleiner Werthe von s,,...s, sein, was nach 
einem bekannten Satze nur der Fall ist, wenn 


für jedes dem Convergenzbezirk der Reihe angehörige Werthsystem 
ty, ... tp verschwindet, also die Coéfficienten der Reihe sämmtlich gleich 
Null sind. Bei der in Betreff der Reihen B,(&,,...2,); Bi (Gj +: Xm) 
gemachten Annahme ist aber $(¢,,...¢,) nicht identisch gleich Null; 
und es ist somit erwiesen: 
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Wenn die Reihen 
Be Dale Eu) 


keinen an der Stelle (7,=0, ... 2,0) verschwindenden gemein- 
schaftlichen Theiler besitzen, so haben auch 


Blau ER Be FU se) 


als Potenzreihen von w,,...w,, betrachtet, keinen an der Stelle 
(u,=0, ... 4,0) verschwindenden gemeinschaftlichen Theiler, 
vorausgesetzt, dass die Stelle (@,—=c,, ... %,=c,) innerhalb 
einer gewissen — oben definirten — Umgebung der Stelle 
(x,=0, ... #,=0) angenommen werde. 


3. 


Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen 
beliebig vieler Veränderlichen. 


Ich sage von einer eindeutigen analytischen Function f(@, ... £p), Sie 
verhalte sich an einer bestimmten Stelle (a,,... @,) regulär, wenn sie in 
einer gewissen Umgebung dieser Stelle durch eine Reihe von der Form 


y l y \ 
ni v i = a) UA HE (a + On t 


CR = 0, s.. 00) 


dargestellt werden kann, wo y,,...¥, ganze Zahlen bezeichnen und 
unter den Coéfficienten A, |, Von £y... £, unabhängige Grössen zu 
verstehen sind. Diese Reihe nenne ich dann ein reguläres Element der 
Function. Dabei ist zu bemerken, dass die Grössen «,,...«,, zum Theil 
oder auch alle den Werth co haben können, wenn festgesetzt wird, dass 


; a: ai 
das Zeichen 2«—co gleichbedeutend mit z Sein soll. 
Aus der vorstehenden Definition ergiebt sich nun sofort: 

Verhält sich eine eindeutige analytische Function f(x., ... £p) regulär 
an einer bestimmten Stelle (a,,...a,), so gilt dasselbe auch von jeder 
' ' . . . . . 1 3 . 

Stelle (a}, ... an), die in einer gewissen Umgebung der ersteren liegt. 
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Denn es sei P(xv,—4a,,.-.%,—a,) die Reihe, welche die betrachtete 
Function in der Umgebung von (a,, ... «,) darstellt, so lässt sich aus der- 
selben, wenn man im Innern ihres Convergenzbezirkes eine Stelle (a, ... a), 
willkürlich annimmt, eine andere Reihe ®, (x, + a, ... £y — an) dergestalt 
ableiten, dass für alle einer gewissen Umgebung der Stelle (a',... a/,) an- 
gehörigen Werthsysteme (&,,...x,) die Gleichung 


P (eii +: 20-0) = B(w,—a,, -.- Ey Gy) 


besteht. Es ist also $,(a,—a{,...7,—a},) ebenfalls ein Element der 
Function f(x.. £p), und es verhält sich diese demnach auch an der 
Stelle (aj, ... ap) regulär. 

Die Gesammtheit der Stellen, an denen die Function f(x, ... £p) sich 
regulär verhält, bildet hiernach ein 2n-fach ausgedehntes Continuum im 
Gebiet der Grössen x... Ly. 

Dieses Continuum ist nun nothwendig begrenzt. 

Angenommen nämlich, es sei B(x,—@,, .-. %,—4,) irgend ein Element 
der Function f, wobei verausgesetzt werde, dass die Stelle (a,,... a,) im 
Endlichen liege; so können zwei Fälle eintreten: 

1. Convergirt die Reihe P(x,—«a,,...%,—ad,) für jedes System end- 
licher Werthe der Grössen x, ... Lp, so besteht, wenn B, (2, — a}, ... un — a), 
irgend ein reguläres Element der Function f ist, für jedes dem Convergenz- 
bezirk der Reihe PB, angehörige System endlicher Werthe von «,,... £p 
die Gleichung 


Dia a, u) Ra): 


Dies ist aber unmöglich, wenn die Grössen a,,... «a, nicht sämmtlich 
endliche Werthe haben, woraus folgt, dass in dem angenommenen Falle 
eine Stelle (x, ....©,) im Innern oder an der Grenze des in Rede stehenden 
Continuums liegt, je nachdem die Grössen &,,...x, sämmtlich endliche 
Werthe haben oder nicht. 

2. Liegen die den Convergenzbezirk der Reihe B(x,— a, -.- 2,—4,) 
begrenzenden Stellen alle oder zum Theil im Endlichen, so giebt es, wie 
in der Functionentheorie gezeigt wird, unter ihnen mindestens eine Stelle, 
an der sich f(x, ...&,) nicht regulär verhält; eine solche Stelle liegt dann 
auch an der Grenze des in Rede stehenden Continuums. 

Dies festgestellt, nenne ich jede an der Grenze dieses Continuums 


liegende Stelle eine singuläre Stelle für die betrachtete Function. 
9 
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Ist (a, ... ap) eine solche singuläre Stelle, so kann es möglicherweise 
eine Potenzreihe 


Bil rn) 


! 


| verschwindet und so beschaffen ist, 


geben, die für 2,—a,,...x 
dass das Product 


n a 


Plimni «2+ Enta) Fl» m) 


für alle einer gewissen Umgebung der Stelle (a), ... a,,) angehörigen Werth- 
systeme (£; ...%,) in der Form 


(2, By ay) 


dargestellt werden kann. In diesem Falle nenne ich (a},...«,) eine 
ausserwesentliche, in jedem andern Falle eine wesentliche singu- 
läre Stelle. 

Es giebt aber, wenn n > 1 ist, zwei wohl von einander zu unter- 
scheidende Arten von ausserwesentlichen singulären Stellen. 

Ist (a,,...d,) irgend eine solche Stelle, so lässt sich die Function 
f(x, +: Xn) für hinlänglich kleine Werthe der Differenzen x, — 4, ... %,—Gy 
stets dergestalt in der Form 


ae 


darstellen, dass B,(@,— ajs- Lp »—Gy), P (L — Ay + &n— Ay) nicht beide 
durch eine dritte, an der Stelle (a,,...a,) verschwindende Reihe 
B(x,— a, +... 2%, —a,) theilbar sind. 

Wenn dann $, (x, — 4A, ... Sy —4,) an der Stelle (a, ... a) einen von 
Null verschiedenen Werth hat, so ist für alle einer unendlich Kleinen 
Umgebung der Stelle (a,,...a,,) angehörigen Werthsysteme (a,,... Xy) der 
Werth von f(&,,...x,) unendlich gross, und daher 


f(y) +++ Lp) = Co für (£= tj; ... Inn): 
Verschwinden dagegen $8,(%,—4,, -..%p,—Ay), By (x, — Ay + Lyin) 


beide an der Stelle (a,,...@,), so kann man (nach Art. 1), indem man 


homogene lineare Functionen ¢,,¢,,...¢, VON 2% —-4, ++. yT Ap CM- 
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führt, in mannigfaltiger Weise 


0 0 = 
. H= 
PB, (E a Ey an) auf die Form €i EP ltp e FE tn)) Dia Gy, ity ae 
1 ats, 1 mn 
AOUR en a EAP Ott en (tty) P (E 43... Ay) 


bringen, dergestalt dass 


0 0 1 1 
DG ye. Rey oy Gk wade eat a 


für ¢,—0,...¢,—0 verschwinden, B,(0,...0), B,(0, ...0) beide von Null 
verschieden sind und die Functionen 


ü a p—l 0 
Pe Sats EI teh 


y 1 y—l 1* 
t + Blue) +--+ +B... 64) 


keinen an der Stelle (t,=0,...¢,—0) verschwindenden gemeinschaft- 
lichen Theiler besitzen. Dann existiren unzählige Systeme unendlich 
kleiner Werthe ¢,,t,,...¢,, für welche die erste der vorstehenden Functionen, 
nicht aber zugleich die zweite verschwindet; woraus folgt, dass es in jeder 
noch so Kleinen Umgebung von (a,,...@,,) andere Stellen (x, ... £p) giebt, 
an denen ®B,(&,— 4, ...%,—a,) verschwindet, B,(2,— Aj; ..- %,— a,) aber 
nicht, so dass an jeder solchen Stelle f(x, ...2,) =©© ist. Es hat aber, 
wenn b eine beliebig angenommene endliche Grösse ist, die Function 


a nals 
Tau) 


in der Umgebung der Stelle (a,,...a,,) dieselbe Form wie f(x, ... Ly); @8 
existiren also in jeder Umgebung von (a,,...a,,) auch Stellen, an denen 


1 er 
Mani Vg) o 


CO 


d. h. 
fan. Lp) = b 


ist. Es kann also f(x... £„) in dem jetzt betrachteten Falle in einer 
unendlich kleinen Umgebung der singulären Stelle (a,,... @,) jeden 
beliebigen Werth annehmen und besitzt deshalb an dieser Stelle selbst 


keinen bestimmten Werth. 
9* 
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Hierzu ist noch Folgendes zu bemerken: 
Die Gesammtheit der Stellen, an denen sich f(@,,...2,) wie eine 


rationale Function verhält — d. h. die Gesammtheit der nicht singulären 
und der ausserwesentlichen singulären Stellen — ist ein 2n-fach aus- 


gedehntes Continuum, dessen Begrenzung die wesentlichen singulären 
Stellen bilden. 

Ist (a@,,...a,) irgend eine bestimmte Stelle im Innern dieses Con- 
tinuums, und hat f(a... ap) einen bestimmten endlichen Werth, so ver- 
hält sich, wie schon oben angegeben worden ist, f(z,,...x,) in einer be- 
stimmten Umgebung der Stelle (a,,...a,,) überall regulär. 

Ist f(a- ap) =o, so giebt es in jeder Umgebung der Stelle (a,,... «@,), 
die keine singuläre Stelle der Function 


BAND AH 
a, «+» Bq) 


enthält, unendlich viele, eine (2n—2)-fache Mannigfaltigkeit bildende 
Stellen, an denen die Function f(x., ... £) den Werth co hat, während 
sie sich an allen übrigen Stellen des genannten Bereiches regulär verhält. 

Hat endlich f(z,,...2,) an der Stelle (a,, ... ap) keinen bestimmten 
Werth, so giebt es in jeder Umgebung dieser Stelle nicht nur unendlich 
viele andere singuläre Stellen, an denen f(@,,...x,) den Werth oo hat 
— was schon vorhin nachgewiesen ist — sondern auch, wenn n > 2 ist, 
unendlich viele Stellen, an denen f(#,,...x,) Keinen bestimmten Werth 
hat. Das Letztere lässt sich folgendermassen zeigen: 

Es gelte für alle Werthsysteme (#,,...x,) in der Umgebung von 
(a,,...4,) die Gleichung 


Doz — ajs ise ua) Fa + Ly) = Pa a) 


unter der gestatteten Annahme, dass die Potenzreihen ®,, P, keinen an 
der Stelle (a, ... @,) verschwindenden gemeinschaftlichen Theiler haben. 
Innerhalb des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der beiden Reihen 
‚nehme man eine Stelle (a), ... a) zunächst beliebig an, und setze 
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Ferner sei c, der Werth von &, für x,=a,, und y,=§,—c 
Ex: Ny lineare Functionen von x,, die beide für x,— a, 
man hat daher 


4%, So sind 
verschwinden ; 


hy A g’ Me: 


a ne ME ee 


14 ke, ar Er 


Na = 


wo h,, 1, Constanten bezeichnen. (Wenn a, nicht = co ist, so ist h,—1 
l =0.) Entwickelt man nun 


? 


Bolen, vee Cnt Nn) , B, (e+ Nr Cnt Nn) 


nach Potenzen von 9, ... p und verwandelt die so sich ergebenden Reihen 
. . 1 ! . . 
in Potenzreihen von &,,... &,, die mit 


DEET laid he 


bezeichnet werden mögen, so gelten für alle einer bestimmten Umgebung 
der Stelle (a; , ... a) angehörigen Werthsysteme (x, ... 2,,) die Gleichungen 


a Aa En — Gn) on P @— 4, a E tp) ’ 


PB O 03... 2,—0,) = Pla; -al,...2,—0,), 


Bear a Ta) Bla a, Bah): 


Nun nehme man — was dem am Schlusse von Art.2 Bewiesenen zufolge 
stets angeht — n positive Grössen C,,...C, so an, dass erstens die 


Stelle (=C, -E =C) im gemeinschaftlichen Convergenzbezirk der 
Reihen $,(€,,.-.§,), P (Č ën) liegt, und dass zweitens, wenn man 


Ci; +. Cp den Bedingungen 


lel = C,» tee len| =, 


unterwirft, Bla +) ++. a+), Pilts + 6, +N,), als Potenzreihen 
von N... betrachtet, keinen an der Stelle (N,=0,...n,=0) ver- 
schwindenden gemeinschaftlichen Theiler haben. Dann besitzen auch die 
Reihen $,(x%,—a,,...%—a,) und P (£; —a},...%,—a},), wie sofort er- 
hellt, keinen an der Stelle (x —a\,... %,—@,) verschwindenden gemein- 
schaftlichen Theilern, und es hat daher nach dem vorhin Bewiesenen 
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f(a, +++ sn) an der Stelle (a},...«a,) keinen bestimmten Werth, wenn 
$,(0, ... 0), PB, (0,...0) beide gleich Null sind. Es giebt aber, wenn 
n> 2 ist, wie am Schlusse von No.2 gezeigt worden ist, unendlich viele, 
den vorstehenden Bedingungen genügende Werthsysteme (¢,,...¢,), für 
welche die beiden Gleichungen 


ll a tis == 0 9 Ble, see Cy) == 0 


bestehen; jedem dieser Werthsysteme, deren Gesammtheit eine (2n—4)-fache 
Mannigfaltigkeit bildet, entspricht also im Gebiete der Grössen z,,... Tn 
innerhalb des durch die Bedingungen 


| Br r.— = 
una, «+s Ba ae 


definirten Bezirkes eine Stelle (a), ...«a,), an der f(@,,...2,) keinen be- 
stimmten Werth hat. 

Hieran knüpft sich noch eine wichtige Bemerkung. 

Es seien zwei beliebige Potenzreihen 


BG. a) Bla 2-0.) 


gegeben, so lässt sich für die dem Innern des gemeinschaftlichen Conver- 
genzbezirks der beiden Reihen angehörigen Stellen (#,,...2,), deren 
Gesammtheit mit © bezeichnet werde, eine eindeutige Function /(z,, --- £y) 
in folgender Weise definiren: 

Ist x),...x, eine Stelle von ©, an der ®,, P, nicht beide ver- 
schwinden, so soll 


PP I PER. 1: Sa Bade 
"a9 eee n — n 


Bla, hd ay — tn) 


sein. 
Hat aber an einer Stelle (=),...x,) sowohl ®, als P, den Werth 
Null, so bringe man auf die im Vorgehenden angegebene Weise 


P (x,—a,,-.-%,—a,) auf die Form P, (x,—2},..-%_,—X)) BL 2 En 


Ban) n n Barmen En) PaE — Tir nen): 


in der Art, dass die Reihen ®,, P, keinen an der Stelle (x =z], ... 2,—#,, | 
verschwindenden gemeinschaftlichen Theiler haben. Wenn dann 


B,(0,...0), P O ... 0) 
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nicht beide gleich Null sind, so soll 


(m! ' P. (0, ... 0) 
(eae $,(,...0) 


sein. Dagegen soll, wenn sowohl 
$,(0,...0) = 0 als B,(0,...0) = 0 


ist, f(a,,-..%,) an der Stelle (#7, ...x,) keinen bestimmten Werth haben. 
Dies lässt sich auch so ausdrücken. Ist (@,...x,) irgend eine 
bestimmte Stelle von ©, so kann man stets zwei Potenzreihen 


P£- Ti» u In Ly) ? P&T, qes Ep — 2) 


ohne einen an der Stelle (x, =x], ... 2,—x,,) verschwindenden gemein- 
schaftlichen Theiler so bestimmen, dass an allen einer bestimmten Um- 
gebung der Stelle (@,, ... &,,) angehörigen Stellen die Gleichung 


Pla ee Bol a) PB ar a EP Rn An) 


besteht. Dann ist 

x, ER a th) 

fla}, tt) = er 
B,(0, -.- 0) 


p: Aa I a a A a a A TE A o 
zu setzen, mit der Massgabe, dass, wenn so dargestellt f(x}, ... x) in 


der Form 2 erscheint, der Function f an der Stelle (a,...,) Kein 
bestimmter Werth beizulegen ist. 

Es ist nun zu zeigen, dass die so definirte Function f(x, ... x,) inner- 
halb des Bereiches © eine eindeutige analytische Function ist, für welche 
diejenigen Stellen, an denen sie der gegebenen Definition gemäss den Werth oo 
hat oder unbestimmt ist, ausserwesentliche singuläre Stellen in dem oben 
festgestellten Sinne sind, während sie an allen übrigen Stellen sich regulär 
verhält. 

Es sei (x), ... xn) irgend eine bestimmte Stelle von ©, und 


Deren.) Bee ei 


Bi @, 0,0) = Pla 8 nu) BE nn); 
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wo P., P., P, dieselbe Bedeutung wie im Vorstehenden haben, und ®, 
sich auf eine Constante reduciren kann. Nach dem oben Bewiesenen 
kann man nun eine Umgebung der Stelle (=,....,) so bestimmen, dass, 
wenn (z,...x,/) eine bestimmte Stelle dieser Umgebung ist, und man 

a : eae er m NM g „m „m 
aus P., Pas P, die drei Potenzreihen P., Pa, Py von %,—2,,...%,—2Z,, 
ableitet, für welche bei hinlänglich kleinen Werthen dieser Differenzen, 
die Gleichungen 

' n 


Ba I ET A 


Bla 2, - = Bie, — ay, +s Dr) 


Bla 2) = Bee I — I. 


bestehen, die beiden Reihen ®,, P, keinen an der Stelle (2, =x;', ... 2,—,)) 
verschwindenden gemeinschaftlichen Theiler besitzen. Wenn dann f(x}... 
einen bestimmten endlichen Werth hat, so ist 


EEE. Sone | 
Hy «++ By) HB, (0, ... 0) 


m E N | Alsi [rae a 
| ORE a ER 2 


' 
n 


M uhr Aal PR Aal 
s.(a H sais i 
Pa( 1 iy vn Vn 


d. h. es gilt die Gleichung 


Bl, 0 


{(x,,..-%,)= =—— 
1? n t (m y! y y 
Pol — Lir ++ Ln Lp) 
innerhalb einer gewissen Umgebung der Stelle (æ', ... æn) für alle Stellen 
(Li Ln); an denen f(x, ... £p) einen bestimmten endlichen Werth hat. 
Wenn daher ®,(0,...0) nicht = 0 ist, so verhält sich /(x,,...x©,) an 
B À| ' at n jr 
der Stelle (a, ...x,,) regulär. 

Ist $,(0,...0) = 0, nicht aber $,(0,...0), so kann man die in 
Rede stehende Umgebung ‘von (xi, ... x/,) so klein annehmen, dass an allen 
Stellen derselben der absolute Betrag von f(#,,... £p) grösser ist als jede 
beliebig angenommene endliche Grösse, so dass f(a}, ... £p) = Co zu setzen 
ist, wie der Ausdruck von f(x, ...,) angiebt. 

Sind endlich $,(0,....0), P,(0,... 0) beide gleich Null, so giebt es, 
wie oben gezeigt worden ist, in jeder noch so kleinen Umgebung von 
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(xi, £p) Stellen, an denen die Function /(x,,...x,) einen beliebig vor- 
geschriebenen Werth hat; sie hat also an der Stelle (æ, ... £) selbst keinen 
bestimmten Werth. 

Damit ist bewiesen, dass die in der angegebenen Weise definirte 
Function f(&,,...x,) innerhalb des Bezirkes © sich überall wie eine 
rationale Function verhält. 


4. 


Zur Theorie der ganzen eindeutigen Functionen von 
beliebig vielen Veränderlichen. 


Dem Vorstehenden zufolge stellt eine Potenzreihe P(x., ... £), die 
für jedes System endlicher Werthe der Veränderlichen z... £, conver- 
girt, eine eindeutige Function f(x,,...x,) dar, die sich an jeder im 
Endlichen des Grössengebiets (x, ...x,) liegenden Stelle regulär verhält. 

Umgekehrt weiss man, dass jede eindeutige Function /(x,,...2,), 
die sich an allen im Endlichen liegenden Stellen des Gebietes (x,,...2,) 
regulär verhält, durch eine für jedes System endlicher Werthe von 
Lis -+ Lp eonvergirende Reihe B(x,,...x,) ausgedrückt werden kann. 

Ich nenne eine solche Function f(x... £) eine ganze Function. 
Hat die Reihe, durch welche sie dargestellt wird, unendlich viele Glieder, 
deren Coöffieienten nicht gleich Null sind, so ist die Function eine trans- 
cendente. 

Sind ferner zwei Potenzreihen $,(a,,...2%,), Bl... 2,) gegeben, 
welche beide für jedes System endlicher Werthe von Vire La ConVver- 
giren, so wird durch den Quotienten 

> AC PES Y 


PoE +: Lp) 


den in Art. 3 festgesetzten Bestimmungen gemäss eine eindeutige Function 
f(#,...%,) definirt, die dadurch charakterisirt ist, dass sie sich an 
jeder im Endlichen liegenden Stelle des Grössengebiets (x,,...a,) wie 
eine rationale Function verhält. 

Ob aber umgekehrt jede eindeutige Function f (ty +. %,),: welche 
sich im Endlichen überall wie eine rationale Function verhält — also, 
wenn (@,,...4,) irgend ein System endlicher Werthe ist, in einer ge- 
wissen Umgebung der Stelle (a,,... a,) als Quotient zweier Potenzreihen 
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VON Lly Ly ip ausgedrückt werden kann —, auch als Quotient 
zweier für jedes System endlicher Werthe von x, ...2, convergirenden 
Potenzreihen sich darstellen lasse, das ist eine für Functionen von mehreren 
Veränderlichen bis jetzt unerledigte Frage, welche sehr erhebliche Schwierig- 
keiten darzubieten scheint. 

Mit dieser Frage ist aber noch eine andere verknüpft. 

Für jede rationale Function von z,,...z, gilt, dass sie als Quotient 
zweier ganzen Functionen dieser Veränderlichen dargestellt werden kann 
und zwar so, dass der Dividend und der Divisor keinen gemeinschaftlichen 
Theiler besitzen. Dann verschwinden Dividend und Divisor gleichzeitig 
nur an solchen Stellen, an denen die Function keinen bestimmten Werth 
hat. Es entsteht also die Frage, ob in dem Falle, wo eine Function als 
Quotient zweier ganzen Functionen yon z,,...2,, von denen wenigstens 
eine transcendent ist, dargestellt werden kann, dies auch in der Art geschehen 
könne, dass der Quotient nur bei solehen Werthsystemen der Veränderlichen, 


für welche die Funetion unbestimmt ist, in der Form 7) erscheint — mit 


andern Worten, dass aus den Werthen, welche Dividend und Divisor an 
einer bestimmten Stelle haben, sich unmittelbar entnehmen lisst, ob an 
dieser Stelle die Function einen bestimmten Werth hat oder nicht, und 
wie sie sich in der Umgebung dieser Stelle verhält. Auch diese Frage ist 
bis jetzt nur für Funetionen von einer Veränderlichen — und zwar für 
diese im bejahenden Sinne — entschieden. 

In manchen Fällen, wo eine eindeutige Function mehrerer Veränder- 
lichen durch analytische Bestimmungen definirt ist, ist es aber möglich, 
die angeregten Fragen mittelst eines Theoremes, das ich im Folgenden 
ausführlich entwickeln will, zu erledigen. 

Es bedeute jetzt f(x, ... £) eine (transcendente oder rationale) ganze 
Function der Veränderlichen 2,,...7,. Man setze für diese Grössen 
ganze lineare Functionen einer Veränderlichen + 


so geht f(x... 2,) in eine ganze Function von 7 über, welche im Allge- 
meinen — d.h. wenn die Grössen ¢,,...¢, einer sogleich anzugebenden 
Beschränkung unterworfen werden — nicht für jeden Werth von 7 ver- 
schwindet. Denn es erhält f(x, ... x), nach Potenzen von xj- 41... 2 


entwickelt, die Form 


n “ny 


co 

v 
> (i—i +. 2&,-0,); 
v0 
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Viren a ; 
WO (x,—4,,.-.%,—G,) eine homogene ganze Function von x,—4a,, ... %,—dy, 
bezeichnet; es brauchen also die Grössen ¢,,...¢, nur die Bedingung zu 
erfüllen, dass die Ausdrücke 


n 


REEL 3 


nicht alle gleich Null sind. Dies vorausgesetzt, sei in der Entwickelung 
von f(a; tct, «++ A,+c,t) nach Potenzen von ųt das erste Glied, dessen 
Coéfficient nicht verschwindet, von der Ordnung u, so hat man 

- ; RI? TND $ Mens 

Kate ya) = Ot Hast tee, 
wo C, nicht gleich Null ist. Daraus ergiebt sich für hinlänglich kleine 
Werthe von 7 


dlogf(a,te,t, ... :@,6,%) 


—ı N 
Pr = BT AND). 
dt + BO) 
Setzt man also 
N 
dlogf(&,,... 2.) = N fle RR 


Gl 


WO fl) +++ np £p) eindeutige Functionen sind, welche sich 
an jeder im Endlichen liegenden Stelle des Gebietes (a,.. . x) wie rationale 
Functionen verhalten und den Gleichungen 


TPE VAERE 1 Oel) tm) 


oO Lp OC, 


genügen, so hat man 


N 
ENA A A dx, = ier: BG) dt, 
al 


wenn 
L,=A, 16,7, 2... Ly=ay,tc,t 


gesetzt wird, und es ist dann p stets entweder gleich Null oder eine 
positive ganze Zahl. 

Dieser Satz lässt sich nun in folgender Weise umkehren: 
Es seien n Functionen 


ae eal 9 cs Fee 
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gegeben, welche den folgenden Bedingungen genügen: 
1) Sie sollen eindeutige Functionen sein, für die wesentliche singuläre 
Stellen im Endlichen des Grössengebiets (x, ... ©,) nicht existiren. 
2) Der Differentialausdruck 


n 
>> Gh esi Be Dy 
a=1 


soll die durch die Gleichungen 


Of (21) +++ Xp) Ofp(Xy, ++» Ly) em os ”) 
O Lg OX, =1.. 


ausgedrückten Integrabilitätsbedingungen erfüllen. 
3) Es soll, wenn man für &,...x, irgend welche ganze lineare 
Functionen einer Veränderlichen t substituirt: 


L= UFC T, ... Epa A 


für hinlänglich kleine Werthe von t 
n 
> al, -+s 2.) dx, die Form Ca + B(t)) dt 


annehmen, und dann p entweder gleich Null oder eine positive 
ganze Zahl sein, vorausgesetzt, dass von den beiden Potenzreihen 


YON %,—4,,...%,—ad,, als deren Quotient 


N 
UDA ERA 
&=1 


in der Umgebung der Stelle (a,,... a„) dargestellt werden kann, 
der Divisor durch die angegebenen Substitutionen nicht indentisch 
gleich Null werde. 
Alsdann existirt eine ganze Function f(z,,...”,), welche der 
Differentialgleichung 


N 
dlogf(x,, £p) = x AE 2 N 
Cat 
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genügt und völlig bestimmt ist, wenn der Werth irgend eines ihrer 
Coöfficienten, der in Folge der vorstehenden Gleichung nicht nothwendig 
gleich Null ist, fixirt wird, was in beliebiger Weise geschehen kann. 

Um diesen Satz zu beweisen, nehme ich zuerst an, es sei innerhalb 
einer bestimmten Umgebung der Stelle (0,...0) jede Function f, in 
der Form 


RE REN. 
= > BB Zig) 


v=0 


darstellbar. Dann ist infolge der Bedingung (2) 


y y 
la), ame Cu); 


Lg OLy, 
Setzt man 
SI = 1 v 
(at, ... Ly) -A vay (X as Ln), Las 
so ist 
n nn öl ie 
PES | 1 y | (6) Hy eee My), 
A, 4.6) = = l- un Ui, ee Ey) da, -+ REN h > ae Le, dag - 
a=1 "gelßel B 
Es ist aber 
y y 
n n OlT, mars Ln) 3) n Ot, eee Ln) 
— Ly dag = —— Ly, dr 
a=1g=1 025 a=1g=1 Ô La, 
N 
= >, VO, ++» By )g dag 
p=1 
N 
= = v(z,, Ed ER 
Q i 
und daher 
v+1 n v 
OO, i ee 2, (11) +++ Ly) ALus 
(ry —] 
N co y oo JEI 
2, > Li div Ln) dad a (Bay ste MQ) 
C=) V0 v=0 
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Entwickelt man also, unter C eine willkürlich anzunehmende Constante 
verstehend, den Ausdruck 


I yi 
2 @ | 
= 


Ce 


nach Potenzen von &,...%,, so genügt die so sich ergebende Potenz- 
reihe, für f(x, ...©,) gesetzt, der in Rede stehenden Differentialgleichung 
und ist sicher convergent in dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk der 
Intwickelingen Won Fl, se Meds a + nl <> By)» 

Zweitens nehme ich an, man habe fiir alle einer bestimmten Um- 


gebung der Stelle (0,...0) angehörigen Werthsysteme («,, ... £) 


(1) 
Tig ner 
Pal 2) = Te 
& (Ly +++ Lp) 


wobei ich bemerke, dass es nicht eine nothwendige Bedingung ist, dass 
(1) (1) ; 
Pa (Lir Ly); Bo, (Li e- 2y) Keinen an der Stelle (x,=0,...x,=0) ver- 


schwindenden gemeinschaftlichen Theiler haben. Man substituire nun fiir 
X, ++ Xp homogene lineare Functionen von n andern Veränderlichen ¢,, ... tp 


N 


I = » Jagt» (a=1,... 2) 
B=1 


wodurch sich das Differential 
n 
ba fa Wee, aby 
a1 


in ein anderes von der Form 


N 
Tal, oats 


& =l 


verwandelt, für welches die Integrabilitätsbedingungen ebenfalls erfüllt 
sind. Die Constanten g,g hat man so anzunehmen, dass die Determinante 


Gir Dig +- Din 
Ja Jor ++ Ion 
Ini Ine **** Inn 
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von Null verschieden ist, und bei keiner der Functionen 


(0) (0) 
Bi (Dares Imt): + Br Onto Int)» 


wenn man sie nach Potenzen von ¢, entwickelt, simmtliche Coéfficienten 
verschwinden. 
Dann lässt sich 
Palts vee tn) 


Palt tp) in der Form =- 


re 


darstellen, und es ist P, (¢,,0,...0) eine Potenzreihe von ¢,, deren Coéfficienten 
nicht sämmtlich gleich Null sind. Ist das Anfangsglied dieser Reihe von der 
Ordnung /, so nehme man eine positive Grösse ò so an, dass die Stelle 
(t,=6,, t=0, ... t,=0) innerhalb des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks 
der Reihen 


MEE N N ERA A a E S's AN 


liegt, und die Function 


—l 


Bl... 0) 


für jeden Werth von £,, dessen absoluter Betrag nicht grösser als 6, ist, 
einen von Null verschiedenen Werth hat. Wird darauf eine zweite positive 
Grösse 6’, die kleiner als 8, ist, beliebig angenommen, so lassen sich 
n—1 andere Ö,,...ö,, so bestimmen, dass die Stelle (¢,=6,, ¢,=6,,...t, = ðn) 
innerhalb des gemeinschaftlichen Convergenzbezirkes der Reihen Py B,- Brn 
liegt, und für jedes den Bedingungen 

A) 8 >|t 


> > ö, lto] = fe PUR ltal = òn 


= 


genügende Werthsystem (£,,t,, ... tn) 


EOR T Polita «+ by) — P(o, ERON 


ist. Dann giebt es, wie in Art. 1 gezeigt worden ist, für jedes den Be- 
dingungen 


ee 


B) oh Gans ee 
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entsprechende Werthsystem (£,, ... t) unter denjenigen Werthen von ¢,, für 
welche |t,|=5, ist, nicht mehr als /, welche der Gleichung 


UBER AAO Bi 9 


genügen, und diese sind ihrem absoluten Betrage nach sämmtlich kleiner 
' A ' d . . . . 

als 6. Nun sei (f,,... t) irgend ein System bestimmter, den Bedingungen 

B) genügender Werthe von ¢,,...¢,, und es habe die Gleichung 


' ' 
Polta» ... tn) = 0 


r von einander verschiedene Wurzeln 


t,t t 


ig higie 
welche ihrem absoluten Betrage nach kleiner als 6’ sind. Setzt man dann 
{=t,+t, t=t,,...t,=t , 


so werden x,,... x, ganze lineare Funtionen von t, welche der oben (unter 3) 
angegebenen Bedingung geniigen, indem 


n WS a a) 
Sr... deen E A EAN, 

ia ~~ y p> Po t» se ty) i 

ist, und P (t+, i, E nicht für jeden Werth von t verschwindet. 
Man erhält also für hinlänglich kleine Werthe von t 


' ' ' m’ ' 
p (t+ T, t,, state t) = =p + P (7) j 


wo m’ eine ganze Zahl und > 0 ist; und ebenso 


" ' ' m" ” (r) ' m” o) 
A bys ty) = +BO, -.. A a A a a @, 


wo m",...m® gleichfalls ganze, nicht negative Zahlen sind. Daraus 
folgt, dass die Differenz 


p (t P t') ( ET ee Rd + m” ) 
1 1? 2) eer 5% mpri I eae m I ie au ee Pac” 
n ER t,—t 
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für keinen Werth von ¢,, dessen absoluter Betrag kleiner als ö, ist, un- 
endlich gross wird und demgemäss in der Form 


PE) 


dargestellt werden kann. Setzt man also 


PRT (r) 
m (r) m 


‚m n 
Heu -I) Eule, 


so ergiebt sich für jeden der Bedingung |t,| <6, genügenden. Werth 
von £, 


ek es 
Pr (tty, oy t) Jii p(t, ) dt, l PE) 


Die Function ọ(¢) lässt sich aber ermitteln, ohne dass es a wäre, 
Z > E (r) (r) 
die Grössen ¢,,¢,,...¢, und die zugehörigen Zahlen m m yer zu 

bestimmen. 


Man kann, wenn man die Grössen ¢,,t¢,,...¢, den Bedingungen 
C) HESE hl E Baa e + =, 


unterwirft, P, (tta ... £,) in der oben (in Art. 1) angegebenen Weise auf 
die Form 


CRM R DE ae S 


bringen, in der Art, dass Polé, ...t,) für kein den vorstehenden Bedin- 
gungen entsprechendes Werthsystem (£,t,, ... £,) verschwindet. Die Func- 
tion G tpt». tp) Kann dann nicht unendlich klein werden, wenn man 
die Grössen t,t.. t„ den Bedingungen (A) unterwirft. Für alle diesen 
Bedingungen heuer Werthsysteme (£ ,t,, ... t,) lässt sich deshalb 


L 
Be RER 7 


in eine gleichmässig convergirende Reihe von der Form 


Be 
a ae 


10 


http://rcin.org.pl 


146 Einige auf die Theorie der analyt. Funct. mehrerer Veränderl. sich bez. Sätze. 


entwickeln, in der die Coéfficienten T, gewöhnliche Potenzreihen von 
t,,...¢, Sind. Diese Reihe convergirt dann auch, als Potenzreihe von 
tto» -t betrachtet, bei jeder Anordnung ihrer Glieder. Dasselbe gilt 
für die gewöhnliche Potenzreihe von t,t»... tp, in welche der Quotient 


179 


verwandelt werden kann; man erhält daher für die jetzt betrachteten 
Werthsysteme (¢,,...¢,) die Function ¢,(¢,,...4,) dargestellt durch eine 
bei jeder Anordnung ihrer Glieder convergirende Potenzreihe der Grössen 
tat» -ta welche negative Potenzen von ¢, in unendlicher Anzahl, aber 
keine negative Potenzen von ¢,,...¢,, enthält und somit auf die Form: 


= (—p—1) —p—1 >æ v) 
Yp en EEE 
L=0 v=0 


gebracht werden kann.*) 
Es lässt sich aber auch 


1 det) eS i m” 
STE Er STR N. 
(t,) dt, ieee ot HE ey, 


sl © . . . 
wenn |f,| = è ist, in eine Reihe von der Form 


co 


tei 


EN 7 sep ' 
entwickeln, und es ist dann namentlich T, = m'+ m" + + m”. Man 
hat also 


' ' 1 delt) S a a a ee —p—1 
p (t „to, veel ) - = P otat )— T = p "URI : i er 
1\ 1 N p(t) d A x 2 n ee = ner 


*) Diese Reihe erhält man auch dadurch, dass man (unter der Annahme è, Z |4| Z è! 
die Function ¢,(t,,t,,...¢,) als Potenzreihe von t,... t, darstellt und darauf dle 
Coöffieienten derselben, welche sämmtlich die Form 

BE) 
2,00 


haben, nach steigenden Potenzen von t, entwickelt. 
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Aus dieser Reihe müssen nun dem vorhin Bemerkten zufolge alle 
Glieder mit einer negativen Potenz von t verschwinden; man hat also 


' (—H—1) , » ' 


To= P Br (u = 0, ... 00) 


Es ist daher g- Yi ..t,) für jedes der betrachteten a n 
(f,,...t,) eine ganze Zahl. Daraus folgt, dass sich g- OA A auf 
ein yon ¢,,...¢,, WRAP nana Glied reducirt. Denn wäre dies nicht der 


n 
sein, die auch andere als ganzzahlige Werthe haben könnte. Es ist also 


Fall, so würde gp Yta atà eine continuirliche Function von t... t 


die Summe (m'-+m"-+ ++: +m) von dem gewählten Werthsystem (i irs u) 
unabhängig und kann gefunden werden, wenn man gleichzeitig 1,—0, ... a 0 
setzt. 

Da nun, wenn A oe t sämmtlich gleich Null gesetzt werden, 


{ = (a aa a aL — (y). y 
prlit m P (Opre A a 


k=o be — 
dp(t NN 47 
ae R (m +m" + et m”) A i 


ist, und aus der Differenz der Ausdrücke auf der Rechten dieser Glei- 
chungen alle Glieder mit negativen Potenzen von t, wegfallen müssen, 
so sieht man, dass die Entwickelung von 


9,(650,....0) 


für jeden Werth von ¢,, dessen absoluter Betrag <6, ist, die Gestalt 


mt, + B(t,) 


va DAN 


hat, wo m eine ganze Zahl bedeutet, die > 0 ist, und dass. man 


m' +m +... aM huyen asbh dob Jet oe 

a nseabioW obusilssrngels mrgiogathod 

hat. Dabei ist noch be bemerken, dass H TF > 0 ist, wenn nicht 
etwa jede Function Bylo ‘(on 1%. 2/2 durch pe KCN . £y) theilbar, ist, welcher 


Fall schon "Behandelt worden und hier; Fe, ist. 
10* 
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Nachdem so der Grad der Function ¢(¢,) ermittelt ist, setze man 


ı,m—1 ' 


p) ‚= be +Ft ETO E T 


Hae 


so hat man, zunächst für die der Bedingung 


u lh a O* 
geniigenden Werthe von ¢,, 
PRC ig Lane tea Him ed ar Eis ee 
ae ee RE =g ET, 
1 k=0 k=0 
M— F' "a 2 ' ı M— 
mt, Hm ı)F EES ae et on Si En mt, “ye EN ae BYE, = 
Daraus ergeben sich die Gleichungen 
F' 4 M Meee ea 
1 (Cy) 00+ Cy 4 
ER ! ne) ' (—3) -f ' 
Crt Gao Bi) > 
I, ' Can ' (4) 
N 


DA ' (—m—l1) ı 


P Di E) „3 j ' 
BEE IDEE E ER 


. . . . . ad ' ' . 
Durch diese Gleichungen lassen sich die Grössen F'\,... Fp bestimmen. 

. . . . de ae ' F . . 
Substituirt man in den Ausdrücken derselben für ¢,,... 4, die unbestimmten 
Grössen ¢,,...¢,, bezeichnet die Potenzreihe von i et 


n> in welche F, 
dadurch über dit, mit 


und setzt 
m m—l 
Pipit =h HF, tt, Ft alla ta) 


so ist durch das Vorstehende bewiesen, dass für jedes den angegebenen 
Bedingungen entsprechende Werthsystem (tta, ... ¢,) 


olog g (tyyty, .-. ty) 


Nn 
DH ORAA, 


y=0 


Pil basee by) — at, 
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ist. Da aber die Reihe auf der Rechten dieser Gleichung keine negativen 
Potenzen von ¢, enthält, so convergirt sie für jedes den Bedingungen (C) 
genügende Wer thsystem (¢,,¢,,...¢,), und zwar, wie aus ihrer Ent- 
stehungsweise hervorgeht, unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder. 
Dasselbe gilt von den Reihen 


Pill, Be 
es besteht somit die vorstehende Gleichung für jedes den zuletzt angegebenen 


Bedingungen entsprechende Werthsystem (ii ater Fads 
Nun hat man, wenn « > 1 ist, 


0%, (t OP (Ue. sche) 0 log p(t te) a 
-n hia = = = = >, P E t,)t, 
ot ot Ot, ot, ee 
SAE v) 
ð | py PBP tn) | Wera a 
ot | Pal BR ot, i ot, v+1 ; Ot, 


Es lassen sich aber, wenn man ¢,,/,,...¢,, wieder den Bedingungen (A) 
unterwirft, 
ologptt,, s$ 


Pa(t,,---t,) und — = Re 


in Reihen von derselben Form, wie die im Vorhergehenden für ren N 
angegebene, entwickeln. Die vorstehende Gleichung lehrt nun, dass in 
der Differenz dieser beiden Reihen Glieder mit einer negativen Potenz 
von #, nicht vorkommen, und dass man 


v+l 


logg (t.e ty) 
Oty = mS tn) A Kes: wt a f Şi v+1 


v=0 


6 g” e 


Palys +b 


(0) i TER 
hat, wo Pa (é,..-¢,) die Summe der von ¢, unabhängigen Glieder der 
eben erwähnten Entwickelung von ¢,(¢,, ...¢,) bezeichnet, und (ty, ... t,) 


An ologe(h. ++ ty) 
dieselbe Bedeutung fiir die Function F hat. Aus der Form 
a 
der Ausdriicke auf beiden Seiten dieser Gleichung ergiebt sich dann wieder, 
dass die Gleichung fiir jedes den Bedingungen (C) entsprechende Wer th. 


system (¢,,¢,,...¢,) gilt. 
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Damit ist bewiesen, dass sich 


n 


> Palt Ars ty) dt, 


g= 


auf die Form 


N 
dlog p(t,, =: 4) + >) Bh,» t), dta 
wel 


bringen lässt. Der Ausdruck unter dem Summenzeichen genügt dann 
wieder den Integrabilitätsbedingungen und kann nach dem im zuerst be- 
trachteten Falle Bewiesenen in der Form 


dlog B(t,, ... ty) 


dargestellt werden, wobei man ®(0,...0) = 1 annehmen kann. Folglich 
ist, wenn man, unter C eine von Null verschiedene, im Übrigen willkürlich 
anzunehmende Constante verstehend, 


Wt) CRG, sit) Boss te) 


Setzt, 


m 


ba Palta -> ty) dt, = dlog yY (ty ... bu). 


a=1 
Drückt man nunmehr ¢,,...¢, durch &,,... 2, aus und setzt 


IE ee er), 


so ergiebt sich 


n 
> fol +++ Xm) du, = dlogf(x,, --» 2)» 
=l 


Diese Gleichung gilt nun ihrer Herleitung zufolge für alle einer gewissen 
Umgebung der Stelle (0,...0) angehörigen Werthsysteme (x;,... Wn): 
Etwas Bestimmteres über den Convergenzbezirk der Reihe für f(x, ... 2p) 
lässt sich durch die gegebene Deduction nicht ermitteln, weil bei der- 
selben nur vorausgesetzt ist, dass die Functionen f,(&,;... %,) innerhalb 
einer begrenzten Umgebung der Stelle (0,... 0) überall eindeutig definirt 
seien und sich wie rationale Functionen verhalten. Gleichwohl reicht der 
in der vorstehenden Gleichung ausgesprochene Satz aus, um für den Fall, 
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wo die Functionen /,(7,,....”,) sich an allen im Endlichen des Grössen- 
gebietes (7,,...2,) liegenden Stellen wie rationale Functionen verhalten, 
das oben ausgesprochene Theorem zu beweisen. 

Es sei (a,,...a,) ein System bestimmter, endlicher Werthe von 
Lis. Ep, und man nehme an, es convergire die auf die beschriebene 
Weise hergeleitete Reihe /(x,,...x,) (in der wir uns jetzt für die Con- 
stante C einen bestimmten Werth gesetzt denken) für jedes den Bedingungen 


elel -e Ealan] 


k n 
bestimmtes Werthsystem, das den Bedingungen 


genügende Werthsystem (x, ,...2,). — Ferner sei (a,,... a) irgend ein 


alla |, --- an= lan] 


gemäss, im Ubrigen aber beliebig angenommen ist. Dann kann man 
innerhalb einer bestimmten Umgebung der Stelle (a), ... a/) 


pE (x, Oo RE Rey 

fu(2, +++ 2%») in der Form - N NES 
i (0) ' 

IS (x, fe pies tigen Ce 


darstellen und nach dem Vorhergehenden eine Reihe 


P(w,— a, a e L_»—G,) 


herleiten, welche der Gleichung 


a 


s+ Lp — An) 
dlog 8 (x,— a, ,... Ly ap) = D T * nr ax, 
A, h 


genügt. Diese Reihe möge convergiren an allen Stellen, für die 


a= a 


RE 


~ a, |<6 


ist, wo 6 eine positive Grösse bedeutet. Unter diesen Stellen giebt es 
nun auch solche — und zwar bilden dieselben ein 2»-fach ausgedehntes 


Continuum, — welche zugleich den Bedingungen 


t,|<|a,|, -e lan] 
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genügen. Innerhalb des Bereiches dieser Stellen hat man also 


n 
dlog B (x, — a4, .-» L»—a,) = = ln Digs) Gil 
==] 


n 
dlogf (£i, £p) = ki VL AR A CoP 
ai 


dE a A, A) 


Bam, m) Far) 


7 3 . ci . 4 . A Mist r KH r 
woraus sich, da die Functionen f(@,...2); PE Ay +. En Ay) 
innerhalb des in Rede stehenden Bereichs an allen Stellen sich regulär 
verhalten, 

J : = pas ~ t . 1 d 

i a A = C Ba, +. A 


ergiebt, wo C' eine von Lis- Lp unabhängige Grösse bedeutet. Da 
dies für jedes den angegebenen Bedingungen entsprechende Werthsystem 
(a/,...a,) gilt, so folgt daraus (nach einem der Sätze, welche in der 
Functionentheorie in Betreff der Convergenzbedingungen für Potenzreihen 
entwickelt werden), dass die Reihe auch noch convergirt für jedes den 
Bedingungen 


xr 


y|<|a|+6, ... |En] <|@_|+8 


geniigende Werthsystem (a,,...%,) Daraus ergiebt sich sofort, dass 
die Reihe f(x, ...©,) für jedes System endlicher Werthe von «,,... £p 
convergirt und die Gleichung 


n 
kè fa & ++. Ly) dx, = dlog f(x,, ... Ly) 


d= l 
befriedigt. 

Man sieht zugleich, wie sich die in /(x,,...”,) vorkommende Con- 
stante C so bestimmen lässt, dass einer der Coëfficienten der Reihe, welcher 
nicht nothwendig bei jedem Werth von C gleich Null ist, einen vor- 
geschriebenen Werth erhält. 

Es bedarf kaum der Erinnerung, dass in einem gegebenen Falle 
die Entwickelung der Reihe f(x,,...x,) nicht nothwendig auf dem 
beschriebenen Wege bewerkstelligt zu werden braucht. Vielmehr kann 
man, nachdem einmal durch das Vorstehende die Form und der Convergenz- 
bezirk der Reihe festgestellt worden sind, jedes zur Bestimmung ihrer 
Coéfficienten führende Verfahren ohne Verstoss gegen die Strenge der 
Herleitung anwenden. 
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5. 


An das im Vorstehenden entwickelte Theorem schliesst sich nun ein 
anderes an, durch welches in manchen Fällen für eine eindeutige Function 
{(x,,...%,), welche an allen im Endlichen des Grössengebietes li 
liegenden Stellen sich wie eine rationale Function verhält, der Nachweis 
geführt werden kann, dass sie als Quotient zweier — transcendenten oder 
rationalen — ganzen Functionen von &,,...x, darstellbar ist, und zwar 
in der Art, dass nur an denjenigen Stellen, wo f(E- £p) keinen 
bestimmten Werth hat, der Dividend sowohl als der Divisor verschwindet. 

Angenommen, es sei eine bestimmte Function fa t) in der 
angegebenen Weise als Quotient zweier ganzen Functionen g,(a,, ... 24), 
IoT +++ Xy) ausgedrückt, so hat man, wenn 


dlog g,(x,, ... Ly) r 
BESS — = a 
OX, a. Y n 
' Glog g,(x,, ... A, ‚a 
en = fa (Ep +++ Lp) 
OL, 


gesetzt wird, 


A) m ,®, 
dlog f(z,, ... 2) = > fa (O= Ep) dx, — x le ir dm, 


a=] a=] 


und es besitzen die Functionen = E folgende Eigenschaften: 
1) Sie sind alle eindeutige Functionen von r, ... 2,, welche sich im 
Endlichen überall wie rationale Functionen verhalten. 
2) Die Differentialausdrücke 


a iu n (0) 
> fe Ze a. Oe, > fg (ty ER, 
=l a=! 


genügen beide den Integrabilitätsbedingungen. 

3) Jede im Endlichen gelegene singuläre Stelle einer der Functionen 
fa (ay, ...2,) ist zugleich eine singuläre Stelle der Function 
f(x, ... £p); jede im Endlichen gelegene singulire Stelle einer der 

i (1) : - 
Functionen fy (&,...,) ist entweder eine Null-Stelle von 
{(x,, -++ £n) oder eine derjenigen singulären Stellen dieser Function, 
an denen sie keinen bestimmten Werth hat. 
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Dies Theorem — dessen Beweis auf der Hand liegt — lässt sich 
folgendermassen umkehren. 

Angenommen, man wisse von einer irgendwie definirten Function 
f£. £p), dass sie eine eindeutige Function der hier betrachteten Art 
sei, und es gelinge, das Differential 


dlog f(x, 5 ++. En) 
in der Form 


n 


UANG) (0) 
> (ae SAR ATT = fa Ka A 


Gal Gl 


dergestalt auszudrücken, dass die Functionen fey er die im Vorstehenden 
(unter 1, 2, 3) angegebenen Eigenschaften besitzen; so sind diese Func- 
tionen auch so beschaffen, dass sich auf die in Art. 4 gelehrte Weise zwei 
ganze Functionen g(a, +++ Ln), (& +++ Ln) bestimmen lassen, welche die 


Gleichungen 


H O 
dlog g(x, ++» Lp) = bs le oe aa 
eA 


A) N ; 
yall) x 
d log g; (di Tr 2) = > Ses (u Re dx, 


Ci 


befriedigen. Dann ist 


Gola 5 2) 
E EERSTE H l 


B) pr) = 


wo C eine von £... x, unabhängige Grösse bezeichnet, und es verschwin- 
den g,, 9, gleichzeitig nur an solchen Stellen (zu 0), WO E Ee 2 
keinen bestimmten Werth hat. 

Es sei (qa,,...a,) irgend ein System endlicher Werthe der Grössen 


Xis- %, 80 giebt es — nach Art. 2 — eine gewisse Umgebung (©) der 


0) 0) (1) 
Stelle (a,...a,,), innerhalb welcher jede der Functionen f, re is f, Å men he 


sich als Quotient zweier Potenzreihen von ,—4,, ... %,—4, in der Art 
darstellen lässt, dass der Dividend und der Divisor nur an solchen Stellen 
(a,,++.2,), Wo die betreffende Function keinen bestimmten Werth hat, 


ai i A bei OEP a8 sae 
gleichzeitig verschwinden. Bezeichnet man für f, fa , fa die Dividenden 
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bez. mit p, P4, 7, und die Divisoren bez. mit q, Pa, qa, 80 hat man 


n /1 Op )„ © /1 Of de 
ae ee 


dam `P OL, Pa- aon} ` OTa Va’ 


woraus sich, da die Veränderlichen «,,...2, unabhängig von einander 


1? n 
sind, 
1 op Pa 1 ôq la 
= oo S oS ee (a=1,2,. n) 
p 02, Pa Yq Ory du 
ergiebt. 


Der Voraussetzung (3) nach kann q, innerhalb des Bereiches (€) nur an 
solchen Stellen (z,,...x,) verschwinden, die zugleich singuläre Stellen der 


4 ) 
Function 1 


sind, für welche also g—0 ist. Ebenso kann p, nur an 
g 
solchen Stellen verschwinden, an denen p —'9 ist. Daraus kann man 


schliessen, dass die Function 


sich innerhalb (©) regulär verhält. Denn wäre dies nicht der Fall, so 
hätte sie (nach Art. 3) innerhalb (©) unendlich viele singuläre Stellen, und 
unter diesen gäbe es unzählige, an denen q = 0 wäre, p aber, und somit 
auch p,, einen von Null verschiedenen Werth besisse, was der Gleichung 


widersprechen würde. Man kann also für die dem Bereiche (C) angehörigen 
Werthsysteme (£); ... £p) 


1 ôq da 
= = = B (x—a.,...%,—a4 
q Òa In Bal@— My. Zn u) 


setzen und hat dann 


n 0 n 
be la (a: My) dey = deg — >> E e E --- 2, — a,) dx, 


&==1 a=1 


n 


A) L i 
h fa (z, ..2,)da, = dlogp — > Pla lj -ee %,—a, dx, . 


2=1 gem] 
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Der Differentialausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichungen genügt 
nun den Integrabilitätsbedingungen; man kann ihn daher in der Form 


AG (x,—a,, ... Ay 


darstellen und erhält dann 


n 
(0) —R(r—a,...%,—a (0) 
> fa (Wy) +++ By) AC, = dlog] q.e TA A nn) = Ale (a... 2,0 


g=l 


n 


(1) : - Ba: tee mh 
> fa (Ly) +++ Ly) AX, = dlog (p-e Bae: En | =dlog (#,—4a,,...2_,—4a,). 


en! 


A 


Es sind also die Functionen fa (sy ne fx (ys ...%,) in der That so 
beschaffen, dass man (nach Art^4) zwei ganze Functionen g£; -e £n); 
9 (2, ++» %,) bestimmen kann, für welche — bei gehöriger Bestimmung der 
Constante C — die vorstehenden Gleichungen (A, B) gelten. In der 
Umgebung jeder bestimmten Stelle (a,,...a,) ist dann 


C - P (ar: By an) 


Jo (Ly, ++» Hy) = Cge 


— Blo 2 u) 


9 (By ++ Ly) = Cpe à 


wo C,, C, Constanten bezeichnen; es verschwinden daher g,, g, gleichzeitig 
an der Stelle (a,,...«,) nur dann, wenn auch p, q an derselben beide 
verschwinden, f(x, .-. £p) also für das Werthsystem (2 =d 
keinen bestimmten Werth besitzt; w. z. b. w. 


n” ûn 


Anmerkungen. 


1. Esist vorausgesetzt worden, man wisse von der Function f(x, ... 2p), 
dass sie eine eindeutige Function sei und im Endlichen sich überall wie 
eine rationale Function verhalte. Ist dies nicht bekannt, vielmehr die 
Aufgabe gestellt, die Function so zu bestimmen, dass sie der Differential- 
eleichung 


n N 
a, NER ul A 2 $ (0) 7 
Moeten +. cy) Me, 0, ae, ee an hä; 
jo At =] 


genüge, so hat man zur Lösung dieser Aufgabe kein anderes Mittel als 
zu untersuchen, ob jeder der beiden Differentialausdrücke auf der Rechten 
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der Gleichung die in Art. 4 von dem dort betrachteten Ausdruck 
n 
=} FAs s+ yg) aM, 
a==1 


vorausgesetzte Beschaffenheit habe, und im Falle, dass sich dies bestätigt 
und somit feststeht, dass /(@,,...x,) in der Form 


Il Ly) 


IE «++ Ly) 


dargestellt werden kann, sich zu vergewissern, ob die Functionen ag r 
auch der oben (unter 3) angegebenen Bedingung entsprechen. 

2. Das im Vorstehenden entwickelte Theorem kann ohne Schwierig- 
keit folgendermassen verallgemeinert werden: 

Es sei von einer irgendwie definirten Function /(®,;... £„) bekannt, 
dass sie sich im Endlichen überall wie eine rationale Function verhalte, 


A m x = r 
und es lasse sich d log/(x,, ... z,) in die Form 


m am <a 1) = = a F (0) ia ax ee k 
4 logf (Ty 2n) > fa. a, (a py san QE ade, — p> Ar a dy 


(ap -ap =1, 2,... n) 
dergestalt ausdrücken, dass jeder der beiden Differentialausdrücke auf der 
Rechten der Gleichung den Integrabilitätsbedingungen genüge, und die 


7 (0) ‚a ug 
Funetionen Pos... Oty 9 fa, die im Vorstehenden unter (1, 3) angegebene 
IA Sr 


Sy 
Beschaffenheit besitzen, so ist f(x,,...%,) in der Form 


darstellbar, wo g, g, ganze Functionen von x,,...x, sind, welche nur an 
solchen Stellen (x,,...2,), wo f(a,,...2,) keinen bestimmten Werth hat, 
gleichzeitig verschwinden. 

Der Beweis dieses Satzes ist dem für den Fall, wo m—1 ist, durch- 
geführten ganz analog, und braucht dabei nur folgender, leicht abzuleitende 
Hülfssatz vorausgesetzt zu werden: 
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Genügt ein Differentialausdruck 


NIN > Mer“ An ` 
Ba EEE p Uy) May +. dy 


ui 
den Integrabilitätsbedingungen, so kann er auf die Form 
m 
Mla __ ree 
GN —— lbs ie By) 
gebracht werden. 
3. Auch das in Art. 4 bewiesene Theorem kann folgendermassen ver- 


allgemeinert werden: 
Ist ein den Integrabilitätsbedingungen genügender Differentialausdruck 


2: ER <a a, +++ Dy) dx, vee diy 


(@, +. %, =, 2,... 0) 


gegeben, in welchem die Functionen fy, a, (£y «++ Zy) eindeutige Functionen 
der hier betrachteten Art sind, und lässt sich zeigen, dass derselbe, wenn 
für x... x, lineare Functionen einer Veränderlichen t gesetzt werden — 
welche nur der in Art. 4 für den Fall, wo m = 1 ist, angegebenen Be- 
dingung unterworfen sind — für hinlänglich kleine Werthe von t stets die 
Gestalt 


ud" logt + P(T) dr” 


erhält, wo u entweder gleich 0 oder eine positive ganze Zahl ist, so ist 
jede der Differentialgleichung 


d” logf(a,. ++ Ly) = Di he, tt (Py ors Ln) ALa ++ doy, 


a 


geniigende Function /(,,...,) eine ganze Function von z, ...x,,; und ist 


eine solche Function f (x, ... £„) bestimmt, so erhält man den allgemeinen 
Ausdruck von f(&,, ...%,), wenn man 


Ta...) = 1,8: Be 


setzt und für G(x,,...”,) eine ganze rationale Function (m —1)ten Grades 
von Li... Xy mit willkürlichen Coéfficienten nimmt. 
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Um diesen Satz beweisen zu können, hat man zunächst zu unter- 
suchen, unter welchen Bedingungen ein gegebener Ausdruck 


m 

= PIE? an ©, dL p 

@=1 
in welchem die Functionen f„(#,, -.. £) eindeutige Functionen der hier be- 
trachteten Art sind, das Differential einer ebenfalls eindeutigen Function 
ist — eine Frage, welche sich mit Hülfe der Ergebnisse der vorhergehenden 
Untersuchungen ohne Schwierigkeit erledigen lässt, auf die ich aber hier, 
wo es sich hauptsächlich um eine Zusammenstellung solcher Sätze handelt, 
die in meiner Vorlesung über die Abel’schen Functionen als Hülfssätze ge- 
braucht werden, nicht eingehe. 


6. 
Uber n-fach periodische ganze Functionen von 
n Veränderlichen. 


Eine ganze Function f(u, -.. ùn) der n Veränderlichen u, . 
n-fach periodisch; d. h. es soll n Systeme von je n Constanten 


on Uy Bel 


9 9 9 
2115 2M) ++. 20 


2W,,, 20.5 ++. 20 


20,1, 20 20 


n2? °°” nn 


geben, für welche bei beliebigen Werthen von u), ... n die n Gleichungen 
fu +2044, aoe Uyt 2 Wy 3) = f (tjs Uy) (B= 1,2,...m) 

gelten, wobei vorausgesetzt werde, dass die Determinante 
W 


ni? °°° [nn | 


nicht gleich Null sei. 


Führt man statt v., ... u» andere Veränderlichen v,,... va ein mittelst 
der Gleichungen 
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und bezeichnet mit $(v,,v,,...v,) die Function, in welche /(u,,... tn) 
durch diese Substitution übergeht, so hat man 


POEL, 0,6: Vy) =P Wy Ve, «+. Up > 
Fr, ati, Bd) = lO ey, u 


U ar Ug tL) Der, 
aus welchen Gleichungen sich die allgemeinere 
PVM, , Vet My, +. Un tm) = PV) Vos +++ Uy) 


ergiebt, wo m, M, ...m, beliebige ganze Zahlen bedeuten. 
Es soll nun bewiesen werden, dass sich $(v,,%,...v,) durch eine 
beständig convergirende Reihe von der Form 


2 “ee j, 
y C ET. +Y Vp) T 


darstellen lässt, wo die Ge VON Vi; Vs, +++ Un unabhängige Grössen 
sind. 

Es ist leicht, diesen Satz aus dem auf Functionen mehrerer Veränder- 
lichen ausgedehnten Fourier’schen Theoreme abzuleiten. Man setzt zu 


dem Ende, unter s,,...s,, 4... 4, reelle Grössen verstehend, 


Yu 
1? 


so lässt sich (t,+-s,2,...t,+s,2), als Function von ¢,,...¢, betrachtet, 
in der Form . 


er Vn 


' 2vb+---+yv £)m 
’ 
ausdrücken, wenn man 


—2 (v6 + e. +y t ri 


1 A 
i ne = wen 
Gy, ae -| i Jottsi trete A. di 
0 0 
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nimmt. Man beweist dann leicht, dass die partiellen Ableitungen der 
als Function von s,,...s, betrachteten Grösse 


' O(V,8, ty) 


Cy e 


1) eee Yn 


bei der vorausgesetzten Beschaffenheit der Function  sämmtlich gleich 
Null sind, diese Grösse also einen von s,,...s, unabhängigen Werth 
hat, woraus sich der angegebene Ausdruck von ¢(v,,...v,) und die 
Bestimmung von Cy |, , nämlich 


vb ) 72 


3 vi _9( 
ES ee cn ty @ 
0 0 


ergiebt. 

Die Schwierigkeiten, mit denen eine strenge Begriindung des Fourier- 
schen Theorems für beliebige Functionen reeller Veränderlichen verknüpft 
ist, fallen für die Function 9(¢,+-s,7,...¢,-+-s,7) fort, indem deren Ab- 
leitungen stetige Functionen von £,,...£,, sind. 

Es lässt sich indess der in Rede stehende Ausdruck von ¢(v,,..-v,) 
auch aus den Fundamentalsätzen der Theorie der gewöhnlichen Potenz- 
reihen ableiten. Dies soll hier ausgeführt werden. 

Es sei 

lv, By; 0) 
eine ganze Function der r+1 von einander unabhängigen Veränderlichen 
V, Lı, ... Xp, Welche in Beziehung auf die Veränderliche v die Periode 1 
besitzt, so dass, wenn m eine beliebige ganze Zahl ist, die Gleichung 


GOA My 2,7...) 498, 20%) 
besteht. Setzt man dann 


l 1 
GAY Es, 1 Cl = nal. Bae 300 AR 


á 


1 1 
a Gy. Des nes A Oa De) 


gv, l — ‘ 


 singor 
so ist nicht nur g,, sondern auch g, eine ganze Function von v, £; ... £p 
; m ; 
Denn der Nenner von g, verschwindet nur, wenn v=; und m eine 
; m ai 

ganze Zahl ist; setzt man aber v=> +h, so ist 

. m . 

sin? ( ae n)a = EO T 
11 
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m ] m 1 i i 
Br ae by Le Ly] 5g i ee by Lis +++ Ly}, also 


m m 
sl&+n, Pate: x) N = hy iets, +. By) =WB(h, E 2); 


und es hat somit g (v, £, ...x,) auch für v = 5 einen bestimmten end- 
lichen Werth. 

Jetzt sei s eine neue unbeschränkt veränderliche Grösse, und es werde 
eine Function @,(8,%,, ... x,) folgendermassen definirt: Jedem endlichen 
Werthe von s ordne man einen die Gleichung 


S == GOS ZOT 
befriedigenden Werth von v zu und nehme dann 
Ga... Ly) = PAURO a 


so hat G (s, &%,, ...x,) für jedes System endlicher Werthe von v,2,, ... £y 
einen bestimmten und ebenfalls endlichen Werth. Denn es sei v' irgend 
einer derjenigen Werthe von v, welche für einen gegebenen Werth s’ von 
s der Gleichung s’ = cos2vr genügen, so werden alle übrigen durch die 
Formel 

zv’+m 


geliefert, wo m eine ganze Zahl bedeutet; für alle diese Werthe von v 
hat aber 9,(%,&,, ....x,) denselben Werth. Nimmt man ferner s hinläng- 
lich nahe bei s’ an und setzt A=2r(v—v'), so erhält man aus der 
Gleichung 
i ; A h? Att h* 
s—s =—sin2v7. (n— a ) — cos2v T Be + D 

falls sin2v'm nicht gleich Null ist, einen dieselbe befriedigenden Werth” 
von v—v', und in dem Falle, wo sin2v'x = 0 ist, einen Werth von 


rE . . es 
(v—v') in der Form einer Potenzreihe von s—s' ausgedrückt. Da nun 


b m 
im letzteren Falle v'=-> und daher 


VEn ei m 
PACE Ly, «++ Ly) = + 9( 5 +(—v'), Ly +. ay) 75% E AUE EEE Bk. omer r) 


1 m 1 m 
= o( 27 Wr), £i- zp) Ti T, r (v—v'), 2 :-- r) 


ist, also in der Entwickelung von g, (v, &, ... £) nach Potenzen von v — v' 
nur gerade Potenzen dieser Grösse vorkommen, so lässt sich in beiden 
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Fällen @,(s,2,,...2,) als Potenzreihe von s—s',®,...x, darstellen. 
Damit ist bewiesen, dass @,(s,2,,...2,) eine ganze Function von 
S, Xis- Ly ist, welche, wenn s= cos2v7 gesetzt wird, in y,(v, £y... £p) 
übergeht. 
Ebenso wird gezeigt, dass eine ganze Function G (s, £, ... £,) existirt, 
welche, wenn s = c0s2rr. gesetzt wird, in g,(v,2,,...”,) übergeht. 
Hiernach hat man 


lv, Lis- Ly) = G,(cos2vz, 2 ...2,) + G (COS2UT, X, ... 2,) sin2or. 


Wendet man nun diesen Satz auf die Function $(v,,v,,...v,) an, 
so kann man dieselbe zunächst auf die Form 


Y Oa: — as u Y fonga 94 = s \ ain ds 
G,(C0s20,7, vy... Uy) + O (cos 2v,7, vy, ... Vp) Sin2v,7 


bringen. Die Functionen @,, @, haben dann in Beziehung auf jedes 
Argument v,,...v, die Periode 1, und man erhält also (für € = 0, 1): 


. ~] s . PER a: Pys * , , 
G (005% T, Varep) = Ga (COS2v,7, COST, Vaze) 


+@, ‚(0820 T, COS2U,T, Vape V p SINU T. 


Dann haben die Funetionen @, „ G,,, in Beziehung auf jedes der Argu- 
mente vg, ... Vy die Periode 1; man erhält also (für ¢=0,1; s = 0, 1) 


gI ” 5 = s COSI +H 93: g? ) 
G., (cos 2V T, C082V,T, Voy eee Vy) @,,.,,0(00824 17, COSW,T, COB UT, Up... Vp 


fo D>: > “hes ` inə 
+ Gae, o C0820, COSU, T , 0087, Vys- Vp) SINQWs 7 . 


So fortfahrend kommt man zu dem Ergebniss, dass sich 9(v,, v,, ... vp) 


in der Form 

1 £, =l Tgp j — 
> H, (cos2v, T, COS2”,7....cOS20 m)sin 27 Tsin 2w n... sin’ 2 7 
Sr aot en ae y - 1 v VUDS 9 vere LUS- n' ` = 1 er -= 2 vee ~ J 


darstellen lässt, wo die Functionen Ge, 2... , Sänmtlich ganze Func- 
vor “9 
tionen der Grössen cos2v,7, cos2v,7, ... CoS2v,m sind. 
Setzt man sodann 


J 2v0,ri 1- —2v.7i 4 1 20v Ti 1 —2v mi 
cos2v,™ = — = — e & sın2v,.n= —e * — —e = 
ae Ta ' ay 2i l 
(«=1,..n) 
11* 
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so kann der vorstehende Ausdruck in eine beständig convergirende Potenz- 
reihe der 2n Grössen 


2w mvi —wW ni Qu. ni — wW ri 
ER a ET Bi 


verwandelt werden, so dass man 


2((A,~—p,) ¥, + (Ae — fy) Up te +A— pM, v,) mi 
Pl Vo da) > A eA BD Tr By Ms al che 
Ar dann) 2. Ryan? Hy 
(Ay, Bis + A. y= O, «+. 00) 


erhält. Da diese Reihe gleichmässig convergirt, so kann man, wenn 
YoY» -Yn irgend n bestimmte ganze Zahlen sind, diejenigen Glieder 
der Reihe, in denen die Differenzen 


Ai Bas As Bas ++ Au Bn 
beziiglich die Werthe 


haben, in ein Glied zusammenziehen, wodurch sich die oben angegebene, 
ebenfalls gleichmässig convergirende Reihe für (V, Və ... v,) ergiebt. 

Drückt man sodann v, v, ...%, durch die ursprünglichen Veränder- 
lichen w,,u,,.--™,, aus, so gelangt man zu einer Entwickelung von 
((U,,U) +++ Up), in welcher jedes einzelne Glied dieselbe Periodicität wie 
die Function f(w,, ... t) selbst besitzt. 

Der gleichmässigen Convergenz der für P(v,,% +... Vn) gefundenen 
Reihe wegen ist, wenn {,,...{4, beliebige ganze Zahlen sind, 


1 1 
—2(p v t +, i 
f fotove jð i dv,...dv, 
o © 

1 
zo 7 ore 
a a | à 
o ‘0 


C E aa + ++00) 


1 . 
(ven H paT 
| e dv, ...dv,, 


woraus in Übereinstimmung mit dem oben Angegebenen 


ae 
—2 (p, V + + +h, Yn) Bt 
h = .. 3 9 , 1 1 n n n a 
a Sr... 0m € dv, see De 
00 


folgt. 


wine 
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Neuer Beweis eines Hauptsatzes der Theorie 
der periodischen Funetionen von mehreren 
Veränderlichen. 


Aus dem Monatsbericht der Königl. Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin vom November 1876. 
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Neuer Beweis eines Hauptsatzes der Theorie 
der periodischen Funetionen von mehreren 
Veränderliehen.*) 


(Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin a. d. J. 1876, S. 680— 693.) 


1. 


Eine Function f von n Veränderlichen (tt, tto, ... n) kann so be- 
schaffen sein, dass für bestimmte Systeme constanter Grössen (P,, P, ... P, 
bei beliebigen Werthen von t, tta... Uy die Gleichung 

f(u+P 


ut N they. Mid 


besteht. Die Funetion heisst alsdann periodisch, und jedes einzelne 


Grössensystem (P,P,,... Pa) ein Periodensystem derselben. **) 
Aus dieser Definition ergeben sich die folgenden Sätze: 
1) Ist 
(Pry Pi: Bu) 


ein Periodensystem einer Function von » Veränderlichen, so ist 


auch 
‘was mm OO ew 7 ) 


n 
ein solches. 


*) Vgl. Hermite, Extrait de lettres à C. G. J. Jacobi (Crelle’s Journal Bd. 40, 
S. 310); und 
Riemann, Auszug aus einem Schreiben an Weierstrass, ebd. Bd. 71, 
S. 197. 

**) Dies gilt, mag die Function f eine analytische Function sein oder nicht. Ist 
sie mehrdeutig, so besagt die aufgestellte Gleichung, dass die Gesammtheit der zu einem 
bestimmten Werthsystem (u,, tg, ...%,) gehörigen Werthe von f identisch ist mit der 
Gesammtheit der zu (w,+P,, w,+P,,...u,+P,) gehörigen. 
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2) Sind 


, ' A n 
TaT ga 26 a AO N A. 
irgend zwei Periodensysteme der Function, so ist auch 
! n EER 9) ee RT, 
ETN NS oe wt an oP ahh 


ein solches System. 
3) Aus diesen beiden Sätzen folgt dann der allgemeinere: 
Sind irgend 7 Periodensysteme 
' ! ! r " 7 i Wa) (r) 
(2, Py s PD, (P, , P, Bea, 
der Function gegeben, so kann man aus ihnen beliebig viele 
andere (P,, P,,....P,) ableiten, indem man r ganze Zahlen 
(m,,m,,...m,) willkürlich annimmt und (für «—1, ... n) 


$ (B) 
P= > mg Pe 
B=1 
setzt. 
4) Werden aus der Gesammtheit der Periodensysteme der betrach- 


teten Function irgend (p+-1) Systeme 


TEER ' (P+1) | (P-+1) (P-+-1) 
ee Met. Sele: Rae ae emir! ©) 
willkürlich herausgehoben, und ist 
(8) 
> ons tam! 
P Dg tt Pag» 


WO Pag und Pag reelle Grössen bedeuten; so lassen sich im Falle, 
dass p>2n ist, stets (p-+1) reelle Grössen (p... 441) be- 
stimmen, welche die 2” Gleichungen 


P+1 P+1 


DER, DY Pag? (a= 1, ...m) 
p=1 l 


Zal 


befriedigen und nicht sämmtlich gleich Null sind. Möglicherweise 
ist dies auch noch der Fall für p=2n—1, p=2n—2 u. s. W., 
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jedenfalls aber nicht für e=0. Es muss also einen kleinsten, 
zwischen 0 und 2n-+-1 liegenden Werth von p geben, bei dem 
es noch möglich ist, die vorstehenden Gleichungen für beliebige 
(e-+1) Periodensysteme in der angegebenen Weise zu befriedigen. 
Dieser Werth von p werde fortan mit r bezeichnet. Dann 
existiren nothwendig Complexe von r Periodensystemen, für 
welche den in Rede stehenden Gleichungen, wenn man p=r—1 
nimmt, nur dadurch, dass man jeder der Grössen p, ... H, den 
Werth Null giebt, genügt werden kann. 
Angenommen nun, es seien 


' ' ' 7 n Br (r) (r) (r) 
BR EEE ur) 


irgend r Systeme, welche einen solchen Complex bilden, und 
(Po Pa... Py) ein beliebiges Periodensystem, so lassen sich 
(r+1) reelle Grössen p, H, ... Hp, die nicht sämmtlich den 
Werth Null haben, so bestimmen, dass die Gleichungen 


z (B) 
pP + HB, = 0 (&=1,...n) 
g=1 


bestehen. 
In diesen Gleichungen hat dann » nothwendig einen von 
Null verschiedenen Werth; man erhält also, wenn man 


m, = — — Ba 


setzt, 


em Eur na ey ET E 


Zugleich folgt aus der angenommenen Beschaffenheit der Systeme 


> Bon ) pis p® ), dass zu einem bestimmten Periodensysteme 
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(P,,P,,...P,) nur ein System reeller Grössen m,, my, ... mp, für 
welches die vorstehenden Gleichungen gelten, gehört. 

5) Obgleich die Function unendlich viele Periodensysteme besitzt, 
so kann sie doch so beschaffen sein, dass die Anzahl derjenigen 
Periodensysteme, in denen jede einzelne Periode ihrem absoluten 
Betrage nach eine willkürlich anzunehmende Grenze nicht über- 
schreitet, endlich ist. In diesem Falle sind die in den vor- 
stehenden Gleichungen (A) vorkommenden Grössen m, My, ».. My. 
immer rationale Zahlen. 

Es lassen sich aber alsdann die Periodensysteme 

te seu Bde ase ye sae A seine (P ’ P, Pris Pa ) 
stets auch so auswählen, dass die Grössen m,, Mo, ... m, für jedes 
Periodensystem (P,, P,,... P,) simmtlich ganze Zahlen werden. 

Der Beweis dieses fundamentalen Satzes kann folgendermassen ge- 

führt werden. 

Es bedeute à irgend eine der Zahlen 1,2,...r, so fasse man, 

unter der Voraussetzung, dass die Periodensysteme 


den unter (4) angegebenen Bedingungen gemäss angenommen seien, 
diejenigen Periodensysteme (P,P,...P,) ins Auge, für welche die 
in den Gleichungen (A) vorkommenden Grössen m, Mm,, ... m, folgenden Be- 
dingungen genügen: 


D<m <1, 


0<m=1, wenn B<A, 


0 = mg , wenn B>A. 
. eK (A) pA) A) os 
Solche Systeme giebt es — namentlich ist (P? , P3 ‘,... Pp ) eines 
von ihnen — sie sind aber, weil durch die angegebene Beschränkung 


der Grössen mg für den absoluten Betrag jeder einzelnen Periode eine 
Grenze, die er nicht überschreiten kann, festgestellt wird, nur in end- 
licher Anzahl vorhanden, und es muss sich unter ihnen eines finden, für 
welches m, den kleinsten Werth hat. Die zu diesem System gehörigen 


si a ‘ (A) (A i 
Grössen m,, ... m, mögen mit m, ,... m bezeichnet werden. 
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Nach diesen Festsetzungen ist, wenn mi, m}, ... m, reelle Grössen 


sind, welche die Bedingungen 


1 PONG 5 er 
Om, Damen; oi... <m.<m, 


erfüllen, das System 
+ > A a 2 ER 
PLN, a NR) Beh) 
> TD: > 
i > mp; > RENNER, > mg Pa ) 
Bel =l p= 


ein Periodensystem nur in dem Falle, wo MiM... M! sämmtlich gleich 
Null sind. 
Nun werde gesetzt 


x a 
(A) _ (8) =1,... 
(B) Bi =>) m Py, ER a 
p= 


so lässt sich, wenn m,,m,,...m, beliebige reelle Grössen sind, der 
Ausdruck 


stets auf die Form 


in der Art bringen, dass m,m,,...m,, die eben angegebenen Bedin- 
gungen erfüllen und zugleich v,v,,...v. ganze Zahlen werden; was 
aus den zu befriedigenden Gleichungen 


SA (r) i 
Me EV Pm, 
(r—1) m ' 
Mya te 7° |, PF Mees 
u. S. W. 
(1) (2) j (r) ' 
Mie VD ee N N RE 


unmittelbar ersichtlich ist. Wenn aber 
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ein Periodensystem ist, so ist auch 


Bag AD 
$ mP, È mB, NER > m, ) 
Fer 1 


ein solches, und es müssen daher m,,m,,... m, sämmtlich gleich Null 
sein. Man hat also 


» mg P ine aß? 


und die Gleichungen (A) wandeln sich um in die folgenden: 


B=1 
r 
(Pe ae ad 
J 2 2 
© AE 
r 
a nB 


Die durch die Gleichungen (B) definirten Periodensysteme 


RE 


Me Thiers fn 


Py ieee Fe) 


Ey); (Fe et, 17? 29 nr 


sind demnach so beschaffen, dass sich aus ihnen alle übrigen 
auf die oben — unter (3) — angegebene Weise ableiten lassen. 

In den Gleichungen (C) nehme man nun, unter y eine der Zahlen 
1,2,...r verstehend, 


Mm 
PeP BER... we 
und bezeichne die Werthe, die dann v,,v,,...v, haben, mit 


Vers Vyas se Yyro 


so dass man 


= Nr Pag ee 
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hat. Dann ist die Determinante 


eee TR Re 


nothwendig von Null verschieden, weil sich sonst die 2m Gleichungen 


1 T 
Das Pag 0: PALT (EEr A) 


durch reelle Werthe der Grössen Hg, ohne dass diese sämmtlich gleich 
Null zu sein brauchten, würden befriedigen lassen. Man kann daher, 
wenn Y,,%,...¥, beliebige ganze Zahlen sind, r rationale Zahlen 
My, M, S0 bestimmen, dass die r Gleichungen 


j 
> m Yep VB (8=1,...1r) 
el 


bestehen. Dann ist gemäss den Gleichungen (C) 


A à O (B) 
P=) g Pag= >) m, as =>) mP, (@=1,...") 
p=1 yasi 


=l 


Da es nun, wie vorhin bemerkt worden, für jedes Periodensystem 
(PPa. Pa) nur ein System reeller Grössen m,,m,, ... m, giebt, für 
das die Gleichungen (A) gelten, so ist bewiesen, dass diese Grössen, wie 
man auch die r Periodensysteme 


ER os. @=1,...n) 


den unter (4) angegebenen Bestimmungen entsprechend annehmen möge, 
stets rationale Zahlen sind. 
6) Zu dem vorstehenden Satze ist noch Folgendes zu bemerken. 
Angenommen, es seien für eine periodische Function von n Ver- 


änderlichen die Zahl » und die Grössen pe ’ so bestimmt, wie unter (4) 
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angegeben wurde. Setzt man dann, unter m,,m,,...m, reelle Grössen 
verstehend, wie oben 


en a= n 
Pug=Dagt Pap: Res ee ) 


i * 
! 
y RER ki } 
P,= >" Mg Pag + ? ` Mg Pag» 

p=1 gi 


so hat der Ausdruck 


Ei DV a7 ; E m 9 
P=)) ("pas et | È g Pap ) tae Py 
a=! B=1 q B=1 a= 


stets einen positiven Werth, wenn die Grössen m nicht sämmtlich gleich 
Null sind. Es ist deshalb, wenn y eine willkürlich angenommene positive 


i. 
Grösse bezeichnet, P> g, sobald der Werth von ym; eine bestimmte 
=l 

Grenze überschreitet, und es giebt daher unter denjenigen Werthsystemen 
(M, Mo... Mp), in denen jede einzelne Grösse eine ganze Zahl ist, nur 
eine endliche Anzahl solcher, für welche die absoluten Beträge von 
P,,P,,... P, sämmtlich kleiner als g _ sind. Daraus folgt, dass die 
Gleichungen (A), wenn in denselben den Grössen m, Mo, ... My bloss ganz- 
zahlige Werthe gegeben werden, sämmtliche Periodensysteme der Function 
nur in dem Falle liefern können, wo die oben (im Anfange dieser Nr.) 
in Betreff der Beschaffenheit der Function gemachten Voraussetzung zutrifft. 

Diese Voraussetzung ist aber gleichbedeutend mit der Annahme, dass 
die Function kein System unendlich kleiner Perioden besitze. 


Man setze 


P,= 


= Pat Pn+a: 
wo p, und ppa reelle Grössen bedeuten, und nehme an, es lasse sich eine 
positive Grösse k so bestimmen, dass in jedem Periodensystem wenigstens 


eine der Grössen p,, Pa ++» Py, dem absoluten Betrage nach grösser als % ist. 
Wenn man dann 2n ganze Zahlen 


willkürlich annimmt, so kann es höchstens ein Periodensystem geben, in 
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welchem die Grössen p,, Ps; --- Ps, den Bedingungen 
vk<p, < vk+k (A+1,..2n) 
genügen. Denn angenommen, es sei 
(pr Par Pot Pryor ads Pr IPn) 


ein solches, und (9,, 43 --- 9,,) ein beliebiges System von 2n Grössen, 
welche ebenfalls die Bedingungen 


vk<q< vk +k (A=1,... 20) 


erfüllen, so ist, wenn man 


y-ptrk; 
setzt, k, dem absoluten Betrage nach kleiner als k, und deshalb 


(k4 ik k= ik pones ky, ikon) 


n+1? 


n-2 


kein Periodensystem, woraus folgt, dass auch 


CE ATE at » 6 pt ig.) 
kein solches ist. 
Nun sei g eine willkürlich angenommene positive Grösse, so giebt 
es nur eine endliche Anzahl solcher Zalılsysteme (v,,Y3; ++ Yon); für welche 


k 


Vik, Vole, «++ York 


siimmtlich zwischen den Grenzen g,—g liegen; es existirt also auch nur 
eine endliche Anzahl von Periodensystemen, für welche jede der Grössen p, 
ihrem absoluten Betrage nach kleiner als g ist. 


2. 


Ich will jetzt annehmen, die betrachtete periodische Function 
fOis Uy: «++ Uy) sei eine eindeutige analytische Function, und zunächst 
nachweisen, dass dieselbe ein System unendlich kleiner Perioden 
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nur in dem Falle besitzt, wo sie sich als Function von weniger 
als n Argumenten, die ganze lineare Functionen von w,,w,,...u 
sind, darstellen lässt. 

Es seien v., vz, ... UV», ganze lineare Functionen von w,,u,,... Up, und 
m<n, so können n Grössen P,P,,.... P, so bestimmt werden, dass 

ae . .. j = € = > > BR) OS 

m Sich nicht ändern, wenn man w,+P,, u,tP,, ... Un tEn 
für Ui, Wo, +. Up Setzt. Im Falle, dass sich f als Function von v,,v,, ...v 
ausdrücken lässt, ist also 


n 


Dptos e 


m 


AE ae ur. ET = Fy tg san thy) 


Man kann aber (n — m) der Grössen P beliebig annehmen , und giebt 
man diesen unendlich kleine Werthe, so werden die übrigen ebenfalls 
unendlich klein. Es besitzt also /(w,,%,, ... Un) Systeme unendlich kleiner 
Perioden. 

Bezeichnet man f, als Function von v,,v,,...v,, betrachtet, mit 
f, so hat man 

Sf 2 s eid oe. («=1...n) 
a O Vg OU, 


es bestehen also zwischen den partiellen Ableitungen von f, von denen 
jetzt die «te mit P(Uy, Wos ++ Un), bezeichnet werden möge, (n — m) 
Gleichungen von der Form 


n 


Er Caf Citys +++ Un) = 9, 


a=1 


WO Cis Co, +++ Cn Constanten bezeichnen, welche nicht sämmtlich gleich 
Null sind. 

Dagegen findet bekanntlich, wenn die Function f nicht die besondere 
Eigenschaft besitzt, sich auf die angegebene Weise in eine Function von 
weniger als n Argumenten verwandeln zu lassen, unter ihren Ab- 
leitungen keine solche Relation statt, und es ist daher möglich, n nicht 
singuläre*) Werthsysteme der Grössen w, Wy... Uy 


ER ' ' ab N) (m) (m) a, We) 
(U6, , Woy «es u); MGs) Ba ses Un )y sees We 


*) Es ist (uj up... up) ein nicht singuläres Argumentensystem, wenn sich 
f (uy, Uor... Np) unter der Bedingung, dass die absoluten Beträge von i—i, 


Uy—Ug, 2... Up — u, gewisse Grenzen nicht übersteigen, nach ganzen positiven Potenzen 


dieser Differenzen in eine convergirende Reihe entwickeln lässt. 
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so anzunehmen, dass die Determinante 


' [j ' I ' 
ike, Us Un) Ms U, Un) 

" n J "n n" n" 
fu), Uy, Uy) FU,» Bos ty) 
» (n) (N) (n) nn (n) Ri) 
AOE he ) s see FÜ ria N, r 


einen von Null verschiedenen Werth hat. 

Man kann dann ferner, unter h,,h,, ... h, veränderliche Grössen 
verstehend, deren absolute Beträge eine Grenze h nicht übersteigen sollen, 
die letztere so klein annehmen, dass (für œ = 1, ... n) 


ROH (@ , (a) 
flus Hau Fha ce. Un TR) Fl May ty) 
n rl 
TA) (&) (a) 
me hs [ra FE EN sss he +thy), di, 
pee 


und zugleich die Determinante der als lineare Functionen von h,, ho, ... My 
betrachteten Ausdrücke auf der rechten Seite dieser n Gleichungen, welche 
für unendlich kleine Werthe von h,,h,, ... Ap unendlich wenig von der 
vorstehenden verschieden ist, ebenfalls nicht gleich Null ist. Dann sind 
die Differenzen auf der linken Seite der Gleichungen nur in dem Falle 
sämmtlich gleich Null, wenn sämmtliche Grössen h,,",, ... hp es sind. 
Hiernach ist es unmöglich, dass in einem Periodensystem der Function f 
jede einzelne Periode ihrem absoluten Betrage nach kleiner als h sei; mit 
anderen Worten, die Function besitzt kein System unendlich kleiner 
Perioden. 
Es gilt also der Satz: 

„Eine eindeutige analytische Funetion von n Veränderlichen 
sei periodisch, ohne als Function einer geringeren Anzahl von 
Argumenten, die ganze lineare Functionen der ursprünglichen 
sind, darstellbar zu sein, und r sei für sie die oben für eine be- 
liebige periodische Function definirte Zahl, welche also einen der 
Werthe 1,2,...2n hat. Dann lassen sich stets r Perioden- 
systeme der Function 


BD a a Be 


11? ly aera Ge a 
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so auswählen, dass durch die Gleichungen 


a 
P= Divy Peps («=1,...n) 
BI 


in denen v,V,...v, beliebig anzunehmende ganze Zahlen 
bezeichnen, sämmtliche Periodensysteme der Function geliefert 
werden.“ 
Hierzu ist noch zu bemerken, dass es unmöglich ist, aus irgend 
welchen (r — 1) Periodensystemen alle übrigen abzuleiten; was aus der 
gegebenen Definition der Zahl r unmittelbar hervorgeht. 


Dagegen lassen sich die + Systeme 
(Pig, Fop --- Enp) 


durch unendlich viele Complexe von r anderen ersetzen. 
Nimmt man nämlich an 


wo die vg, ganze Zahlen bezeichnen, und es sollen sich aus den r Perioden- 
systemen 


(Pip Bas --- Lng) (Bl...) 


alle übrigen ableiten lassen, so muss man haben 
p 
P= i =, als te 
ay 2 By ap’ fone 


wo die Vow ebenfalls ganze Zahlen bedeuten, und somit 


Es sind aber die Grössen P,, wie aus der gegebenen Definition der- 
selben hervorgeht, so beschaffen, dass es unmöglich ist, die » Gleichungen 


y 
SiP Pay = 0 (a=1,...n) 
yal 
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durch reelle Werthe von Wi, B>, --. Bp, wenn diese nicht sämmtlich gleich 
Null sind, zu befriedigen. Folglich muss 


äl ( f BR. 
T Me is 1, wenn y=9, 
gor PY P° tO, wenn rst, 


sein. Daraus ergiebt sich 


und es müssen daher die Zahlen vg, so gewählt werden, dass die Deter- 
minante 


i Ne A + Yir 


ist. Umgekehrt erhält man, wenn diese Bedingung erfüllt ist, die Grössen 
Par durch die Pg so ausgedrückt, dass die v „ ganze Zahlen sind, und 


8 
kann daher sämmtliche Periodensysteme (P,, Po.. Pa) auch aus den 


r Systemen 


6 TRS AT APT O aiy ES h 


ableiten. 


Der im Vorstehenden bewiesene Satz gilt, wie ich jetzt zeigen will, 
auch in dem Falle, wo f(u}, Wo, ... Up) eine m-deutige analytische Function 
ist. 

Bezeichnet man die m Werthe der Function, welche zu demselben 


a A (m) 
Werthsystem (%,,%,, ... Up) gehören, mit f ,f ; N ane a f pe und versteht 


unter x eine unbestimmte Grösse, so ist das Product 


af )@-F )....- (@-f") 


12 
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eine eindeutige analytische Function von tt, u,, ... p, und eine ganze 


è a a AD 2) „(m) k 
rationale Function von æ; es können also f , f ,..... f  definirt werden 


als die Wurzeln einer Gleichung mten Grades 


n? 


m m—1 n - 
a (thyy May 00s AE. + + fl u) 0, 


deren Coéfficienten eindeutige Functionen von 1, tta, ... U, sind. 

Diese Functionen von n Veränderlichen können nun so beschaffen 
sein, dass sie sich alle als Functionen einer geringeren Anzahl von Argu- 
menten (v, Va... vz), welche ganze lineare Functionen von i,t, ... t, sind, 
darstellen lassen. In diesem Falle kann man » Constanten ¢,, ¢,, +++ ¢,, 
die nicht sämmtlich gleich Null sind, so bestimmen, dass die Gleichungen 


4 = 0 = 
Dy Ca TR ER N 


befriedigt werden, und daher v,,”,, ... v; sich nicht ändern, wenn man, 
unter ¢ eine unbestimmte Grösse verstehend, 


U tet, Uttst, -i Up tept EUr Un tg, sos U 


17 72? n 


setzt. Es bestehen also die m Gleichungen 


(A) f(y Het, Uy Hegt, 0.6 Ug t+ Cyt) = fay (thy, tloy <.. Up), 


(p=1,...m) 


und es sind demzufolge die m Werthe von f(u et, tytCst, +. Uy > ep?) 
identisch mit den m Werthen von f(u, UN eh 

Die Function f besitzt also, wenn f,,..... fm die angegebene Be- 
schaffenheit haben, ein Periodensystem (et, cyt, ....- c„D), in welchem, 
wenn man ¢ unendlich klein annimmt, jede einzelne Periode einen un- 
endlich kleinen Werth hat. 

Aus den Gleichungen (A) ergeben sich die nachstehenden: 


” 


(B) > Cx thy) Uy vee Uy) sigh Er 


a=) Ouy 
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welche also eine nothwendige Folge der in Betreff der Functionen f}, ..... f 
gemachten Annahme sind. 

Umgekehrt haben diese Functionen die in Rede stehende Beschaffen- 
heit, wenn für irgend ein System constanter Grössen €, Cə, +-- Cy, die 
nicht sämmtlich gleich Null sind, die Gleichungen (B) bestehen. Denn 
dann ist 


of, (w,+¢ A RE A up- cnt) 


ot 


also f (Uy Hey, Uyteyt, ... Uy rept) von t unabhängig, und es gelten somit 
die Gleichungen (A). Setzt man aber in den letzteren 


1, 
et 
aN 


wo à so zu wählen ist, dass c, nicht den Werth Null hat, so ergiebt sich 


fu (tts U er Uy) = fat RR 4 (p=1,...m) 


wo 


Nun ist aber, damit f(u, W... Up) als Function von (n—1) linear durch 
Uys Wo + Uy ausdrückbaren Argumenten betrachtet werden könne, noth- 
wendig und hinreichend, dass sich f (utj, Ug) «++ Un) +++ ++ A Was sxe) 
siimmtlich als Functionen derselben (n — 1) Grössen darstellen lassen. Wenn 
also, wie in dem zu beweisenden Satze angenommen wird, f(y, uts, «++ Un) 
die angegebene besondere Beschaffenheit nicht besitzt, so ist es unmöglich, 
dass für irgend ein System constanter Grössen (Cj; Cə,- Cp) Wofern nicht 
jede von ihnen den Werth Null hat, die m Functionen 


n 
> af (Uy) Uys + Undo» 
d=] 


WO fy (Wy, +++ Un), die erste Ableitung von f, (tt;, Wo, ... Wn) nach tg bedeutet, 


alle identisch gleich Null sind. Daraus lässt sich folgern, dass man n 
12° 
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nicht singuläre Werthsysteme 


(n) (n) 
ss, 


' ! ER; n 
ee Mir reelle ne. m: 


und n ganze Zahlen p., H», -.. Wn, von denen jede einen der Werthe 1, 2, ... m 
hat, so auswählen kann, dass die Determinante 


! ' 
fi (tis n)» an Fu, i Un), 
' n ” 
fi, (u,' Mey EN tote fu, Ur » Un), 
D= 
m) y s (n) (n) 
fa, i >> el )y renee fu, Un pres Uy) 


einen von Null verschiedenen Werth erhält. 
Man bezeichne, unter s eine der Zahlen 1,2,...» verstehend, mit 
D, die Determinante 


BAR Er Wins) a aaa BEE Teer ar ar, Sy ee. Me, & 


so dass 


' ' 
D = hy, (u; sos Un), 
und D,—D ist. Dann hat man, wenn s>1, 
rae x (8) u (8) (8) 
D= Difp, Uy nee j +D,_, hy ‚u; U, Kr: S 


woD, „D,_,...nur von den (s—1) ersten Werthsystemen EN 


abhängen. Sind nun diese und die Zahlen ,,...p, , so gewählt, dass 
D,_, nicht gleich Null ist, so ist 


Dia fa (tis u tin), E Diaa ... Um) + .. 
nicht für jeden Werth von p identisch gleich Null; man kann also ı, und 


(8) (8) 
(Uy, +++) 
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so annehmen, dass auch D, nicht gleich Null ist. Da nun nicht alle 
Functionen 


Ce Un), 
gleich Null sind, so kann man zunichst 


ft, WN ti, thoy oss hy, 


sodann 


fig Und, yy s+ My 


u. s. W. bis zuletzt 


m (n) BD) 
1 Wa pee Uy 


un und u 
so wählen, dass D,, D,, ... D, sämmtlich von Null verschiedene Werthe 
erhalten. 

Man kann dann ferner eine Grenze h so fixiren. dass für alle Werth- 
systeme 


(h,, h,, iks hy) ; 


in denen jede einzelne Grösse dem absoluten Betrage nach kleiner als 
h ist, 


(8) (8) a (8) (8) 
fp i +h ...Uy_ thn) — fp, (U: aves 


n 1 
= > hg [m BA Uy +n) dt ; @=1,..M) 
p=1 ı 


0 


und zugleich die Determinante der als lineare Functionen von h,,...h,, 
betrachteten Ausdrücke auf der rechten Seite dieser Gleichungen, welche 
bei einem unendlich kleinen Werthe von A sich unendlich wenig von D 
unterscheidet, ebenfalls nicht gleich Null ist. Dann sind die Differenzen 
auf der linken Seite der Gleichungen nur in dem Falle sämmtlich gleich 
Null, wenn sämmtliche Grössen h,, ... h, es sind. Es ist also unmög- 
lich, dass in einem gemeinschaftlichen Periodensysteme der Functionen 
SE Pr Wega) BERNER fmC Uo, +++ Um) jede einzelne Periode dem ab- 
soluten Betrage nach kleiner als h sei. Da nun die m Werthe von 
(Uh, Ugtho «+. u, +h,) nur in dem Falle, wo (h,, ho, ...h,) ein gemein- 
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schaftliches Periodensystem der Functionen f}, ..... fm ist, mit den 
m Werthen von ff, , Wo.» Un) identisch sind, so folgt, dass die Func- 
tion f(u.. up), wofern sie nicht die besprochene besondere 
Beschaffenheit hat, kein System unendlich kleiner Perioden 
besitzt, und demnach der in (2) für eine eindeutige Function 
aufgestellte Satz bestehen bleibt, wenn das Wort „eindeutig“ 
in „m-deutig“ umgeändert wird. 


Anm. 1. Unter welchen Bedingungen der vorstehende Satz für eine analytische Function 
f(u,,%g,...u,) auch in dem Falle gültig bleibe, wo sie so beschaffen ist, dass 
zu jedem Werthsysteme der Veränderlichen u, tg, ... Wp, unendlich viele 
Werthe von f(t,,%,,.:.%,) gehören, ist noch nicht ermittelt worden. Dass 
es aber Functionen dieser Art giebt, für welche der Satz nicht gilt, ist 
bekannt. Herr Casorati hat bereits vor Jahren gezeigt, wie sich analy- 
tische Functionen eines Arguments, deren Perioden sieh nicht aus zwei 
derselben ableiten lassen, in sehr einfacher Weise definiren lassen. (Compt. 
rend. 21. dee. 1863 et 25. janv. 1864). 

Anm. 2. Das in $1 begründete Theorem gilt, wie schon oben bemerkt worden ist, 
für eine beliebige (analytische oder nicht analytische) Function f (tt; , ttg, -+< Up). 
Es findet also auch Anwendung, wenn diese Function nur für reelle Werthe 
der Veränderlichen «,,%,, ... Up definirt ist und somit auch nur Systeme 
reeller Perioden in Betracht kommen, in welchem Falle dann die Zahl r 
der gegebenen Definition nach nieht grösser als n sein kann. Dagegen ist 
der Satz, dass eine Function von n Variabeln nur dann Systeme unendlich 
kleiner Perioden haben kann, wenn sie sich als Funetion von weniger als 
n Argumenten, die ganze lineare Functionen der ursprünglichen sind, dar- 
stellen lässt, von mir nur für ein- oder mdeutige analytische Functionen 
bewiesen worden. Auf eine nicht analytische eindeutige und stetige Function 
reeller Argumente findet jedoch der gegebene Beweis auch noch Anwendung, 
wenn die partiellen Ableitungen erster Ordnung der Function existiren und 
ebenfalls stetige Functionen sind. Dass der in Rede stehende Satz aber richtig 
ist und sich beweisen lässt, wenn für eine Function reeller Veränderlichen 
nur feststeht, dass sie eindeutig und stetig sei, hat neuerdings Herr Kro- 
necker nachgewiesen. (Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 20. No- 
vember 1884.) 
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Uber die Theorie der analytischen Facultiiten. 


(Aus Crelle’s Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, B. 51, S. 1—60). 


Einleitung. 


Bezeichnet man, unter u und æ unbeschränkt veränderliche Grössen, unter y 
aber zunächst eine positive ganze Zahl verstehend, die durch das Product 


yl 
II (u + var) 
v=0 


dargestellte Function von «, x, y durch f(u, x, y), so gelten die nach- 
stehenden, zum Theil schon von Vandermonde*) und vollständig zuerst 
von Kramp**) aufgestellten Gleichungen, in denen y' auch eine positive 
ganze Zahl, k hingegen eine willkürlich anzunehmende Grösse bedeutet: 


(a) fu, a, y + y'V=f, 2, y) fu +yz, s y), y 
(b) f(u, x, 1) = tt, 

(c) f(ku,ka, y) =k" f(u, x, y), 

(d) f, zy) =fut+yx—a2,—2,y), 

(e) flu, 0, y) =u", 


Die in den drei ersten dieser Gleichungen ausgesprochenen Eigen- 
schaften der betrachteten Function sind den durch die Gleichungen 


1 
U = y 


y 
k (ku) = prus 
*) Siehe die Abhandlung: Mémoire sur les irrationelles des diff. ordres. (Mém. Par. 
Y 
1772.) Vandermonde betrachtet nur die Function f(u, —1,y) — von ihm durch fu] 
bezeichnet — auf die er f(u, a, y) reducirt; es finden sich daher bei ihm die Gleichungen 
(e), (d) nicht ausdrücklich angegeben. 


**) In einem Abschnitt der Schrift: Analyse des refractions astronomiques et ter- 
restres, 1798. È 
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ausgedrückten Eigenschaften der Potenz u”, in welche f(u, æ, y) für 


x=0 übergeht, so analog, dass die genannten Mathematiker sich be- 
rechtigt hielten, die Existenz einer analytischen Function f(u, £, y) an- 
zunehmen, welche für jeden positiven ganzzahligen Werth von y durch 
das obige Produet dargestellt werde, aber ebenso wie die Function u? 
. für beliebige Werthe von y eine Bedeutung habe und den Gleichungen 
(a) bis (e) genüge. Für diese hypothetische Function schlug Kramp die 
Benennung ‚„Facultät“ und die Bezeichnung 


` 

uf“ 
vor; u nannte er die Basis, x die Differenz und y den Exponenten der 
Facultät. Der von ihm unternommene Versuch jedoch, eine Theorie dieser 
Function aus den vorausgesetzten Eigenschaften derselben abzuleiten, 
ist längst als ein gänzlich verfehlter erkannt. Eine Function, wie sie 
sich Kramp unter u?” vorstellte, giebt es gar nicht; denn die 
Gleiehungen (a) bis (e) sind nicht mit einander vereinbar, wenn y keine 
ganze Zahl ist. Ausserdem hat Kramp bei seinen Deductionen den 
Fehler begangen, dass er aus der Gleichung (e) schloss, es sei 


Lim. u" = 0”, 

r=0 
in welcher Weise auch x sich der Grenze Null nähern möge — eine 
Annahme, die sich als unzulässig herausstellt, wie ich im Folgenden ($ 2) 
zeigen werde. 

Ungeachtet der Unhaltbarkeit der Kramp’schen Facultäten-Theorie 
wurde indessen der Grundgedanke derselben, angemessen modifieirt, von 
anderen Mathematikern als Ausgangspunkt für neue Untersuchungen 
aufgenommen. 

Bessel*) suchte die Widersprüche, in welche Kramp sich ver- 
wickelt hatte, dadurch zu vermeiden, dass er zur Definition der Facultät 
«”” von den obigen Gleichungen (a) bis (e) nur die erste, zweite und vierte 
benutzte: 


+y’! ‘j; 
uI Y E u uy aå 


(£) Ila 
u =t, 
(g) p (u + yx — satel 


*) Königsberger Archiv fiir Naturwissenschaft und Mathematik, Jahrg. 1812, St. 3 
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ausserdem aber, seine Untersuchung auf reelle Werthe der Veränderlichen 
u, x,y beschränkend, festsetzte, es solle 


yx 
(h) iy, Sey 


U=-+00 u? 


sein, mit der auch im Folgenden festzuhaltenden Bedingung, dass der 
q Ar . . - . 
Potenz u”, wenn « positiv ist, ihr reeller Werth beigelegt werde. 
Diesen Bestimmungen gemäss ergab sich ihm: 


| yi u+vx ii 
(k) ue — Lim. | (nx) I (er =) , wenn x positiv, 
n= y=0 A u ) 


N ) 
X : Y Uy a VO sla 
(I) u eee ve Nx) | | ( y n ) | , wenn x negativ ist. 
\ v=l 


M= U —_ Vx ‘ 


Durch diese Formeln wird nun in der That fiir alle reellen Werth- 
systeme der Grössen u, x,y (mit Ausnahme derer, in welchen x = 0 ist) 


j 2 : 4 
eine Function u” 


ai definirt, welche die in den Gleichungen (f), (g) ausge- 
sprochenen Eigenschaften besitzt und zugleich, worauf Bessel Gewicht 
legte, stets einen reellen Werth hat. 

Gegen diese Bessel’sche Definition der Facultät ist aber Folgendes 
einzuwenden. Die Ausdrücke auf der Rechten der Gleichungen (k), (1) sind 
beide — unter der Bedingung, dass vom Gebiete der Veränderlichen x 
der Werth x = 0 ausgeschlossen werde — analytische, für beliebige (com- 
plexe sowohl als reelle) Werthe der Veränderlichen u, x, y definirte Func- 
tionen. In der Bestimmung, dass u” i für positive Werthe von x durch den 
ersten Ausdruck — zu welchem man mit Nothwendigkeit gelangt, wenn 
man von den Gleichungen (f), (h) ausgeht — für negative Werthe von x 
aber durch den zweiten Ausdruck, der eine ganz andere Funetion ist als 
jener, dargestellt werden solle, liegt also eine Willkürlichkeit, die ebenso 
wenig zu rechtfertigen ist, wie wenn man z. B. logx für positive Werthe 
von x auf die gewöhnliche Weise definiren, für negative aber logx — log(— x) 
annehmen wollte.*) Auch wüsste ich nicht, nach welchem Prineip man 


verfahren sollte, um die Bessel’sche Definition von „sr auf complexe 


*) Mit Anwendung der in der Abhandlung „Zur Funetionenlehre“ eingeführten 


Terminologie würde ich mich jetzt so ausdrücken: Die von Bessel definirte Facultit u. 
ist keine monogene Function ihrer Argumente; die beiden Ausdrücke, von denen der 
eine sie für positive, der andere für negative Werthe von x darstellen soll, sind Zweige 
zweier verschiedenen analytischen Functionen. (Spätere Anmerkung.) 
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Werthe von x auszudehnen. Ein Übelstand ist es ferner, dass die obige 
Gleichung (c) für Bessel’s Facultät nur gilt, wenn k eine positive Grösse 
ist, während doch die Ausdrücke auf beiden Seiten der Gleichung auch 
für negative Werthe von % bestimmte Werthe haben. 

Abweichend von Bessel hat Crelle*) von den obigen Gleichungen 
(a) bis (e) die drei ersten als die Grundgleichungen hingestellt, aus denen 
sich die ganze Theorie der analytischen Facultäten ableiten lasse. Dies 
ist aber keineswegs der Fall; denn die genannten Gleichungen sind zwar, 
wie im Folgenden ($ 1) nachgewiesen wird, mit einander vereinbar, 
reichen aber zur Bestimmung der Function f(u, x,y) gar nicht 
aus. 

Es sei nämlich f, (u, x, y) irgend eine bestimmte, den in Rede stehen- 
den Gleichungen genügende Function, so werden die Gleichungen (a), (c) 
auch befriedigt, wenn man, unter ọ (u) eine willkürlich anzunehmende 
Function von u verstehend, 


U 
Hr 
fu, z y) = — E fw, y) 


a 
X 


setzt. Damit nun f(u, x,y) auch der Gleichung (b) genüge, braucht die 
Function ¢(w) nur so angenommen werden, dass 


U U 
(+=) 
oder für jeden Werth von u 
p (u + 1) = p (u) 


ist; man kann also z. B. für (u) eine willkürliche Function von 
cos(2ur) und sin(2ur) nehmen. 

Es giebt hiernach unendlich viele Functionen f(w, x, y), 
welche den Gleichungen (a), (b), (c) genügen. 

Wenn also Crelle aus diesen Gleichungen allein völlig bestimmte 
Darstellungen einer denselben genügenden Function f(u, x,y) abgeleitet 
hat, so sind dabei nothwendig Fehler von ihm begangen worden, die er 
nicht wahrgenommen hat. Die Quelle dieser Fehler findet sich in $ 8 
der Abhandlung angegeben. 


*) Theorie der analytischen Facultäten, 1824. 
Mémoire sur la théorie des puissances, des fonctions angulaires et des facultés 
analytiques, 1831. (Ursprünglich im 7. Bande des Crelle’schen Journals erschienen.) 
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Von den späteren Bearbeitungen der Facultätenlehre führe ich noch 
die von Ohm*) und Öttinger**) herrührenden an. 

Ohm definirt die Facultät u” ji auf reelle Werthe der Grössen u, x, y 
sich beschränkend, zunächst für (positive und negative) ganzzahlige 
Werthe von y, und gelangt dann zu dem Ausdrucke 


niL ha 
yx , y u= £ n =+ oo, wenn x positiv 
u?'” = Lim. BR -— | fiir | : p i 


RE Al n=—oo, wenn x negativ ist. 
Diese Definition von u” stimmt vollkommen mit der Bessel’schen 
überein, so dass etwas Weiteres darüber zu bemerken unnöthig ist. 
Öttinger’s Begründung der Facultäten-Theorie muss als eine ebenso 
verfehlte wie die Kramp’sche bezeichnet werden. Auch Öttinger hat 
es für überflüssig gehalten, genau zu definiren, was unter einer Facultät 
mit einem nicht ganzzahligen Exponenten zu verstehen sei; und kein 
Bedenken getragen, derselben alle diejenigen Eigenschaften beizulegen, 
die ihr zukommen, wenn der Exponent eine unbestimmte positive ganze 
Zahl ist. Das Auffallendste aber ist Folgendes. Es lässt sich eine Reihe 
von der Form 


3 


w x 2 
u” (1 Fr ee ey) FH Ji 
1u 2 ù su 


wo (y),; (Yo (Y) «+. ganze rationale Functionen von y sein sollen, wie 
schon Kramp ausgeführt hat, so bestimmen, dass dieselbe für jeden 
positiven ganzzahligen Werth von y gleich 


Tl (u + vyx) 


ist. Öttinger hat nun diese Reihe für beliebige Werthe von y als 
Ausdruck der Facultät u” betrachtet und häufig Anwendung davon 
gemacht, ohne zu ahnen, dass diese Reihe, wenn y keine positive ganze 
Zahl ist, niemals convergirt (§ 7 der Abhandlung), also jedes mit ihrer 
Hülfe erhaltene Ergebniss nothwendig, wenn nicht unrichtig, doch jeden- 
falls unsicher ist. 


*) Crelle’s Journal, B. 39. 
**) Ebend. B. 33, 35, 38, 44. 
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Aus den vorstehenden Bemerkungen erhellt zur Genüge, dass die 
Theorie der analytischen Facultaten, so vielfach dieselbe auch schon be- 
handelt worden ist, noch immer an wesentlichen Mängeln leidet. Diese 
darzulegen und zu beseitigen, ist der Zweck des vorliegenden Aufsatzes.*) 


1 
Ich beginne mit der allgemeinsten Bestimmung derjenigen von drei 
Veränderlichen u, x,y abhängigen Function f(u, x,y), welche den von 
Crelle aufgestellten Gleichungen 


(1.) | flu, x, y+k) = flu, x, y) fur yx, x, k) 
(2) f(ku,ke,y) — k fau, x, y) 
(3.) f(u, x, 1) =u 


Genüge leistet. 
Vertauscht man in der ersten Gleichung y und % mit einander, so 
erhält man 


flu, x, y + k) = flu, x, k) f(u + kx, £, y), 
und wenn man hierin u— kæ für w setzt, 


fu he, 2, y+), 
flu, x,y) J flu— kæ, x, k) ’ 


è ut 
woraus ferner, indem man u—kx = wa, also k =— —w setzt, 
£ 


f(w, i =y y -w) 
fiu, £, y) = 2 agt- 
f(we, x, = —w) 


*) Der Leser wolle bemerken, dass die vorliegende Abhandlung bereits im Jahre 
1854, und zwar auf den ausdrücklichen Wunsch Crelle’s; den ich meine Bedenken 
gegen seine Theorie der Facultiten mitgetheilt hatte, geschrieben ist, nachdem ich einen 
Theil ihres Inhalts schon im Jahre 1843 (als Beilage zum Jahresbericht des Progym- 
nasiums zu Deutsch-Ürone) veröffentlicht hatte. Obwohl die Theorie der analytischen 
Facultäten in meinen Augen durchaus nicht die Wichtigkeit hat, die ihr in früherer 
Zeit viele Mathematiker beimassen, so habe ich doch die Abhandlung jetzt wieder ab- 
drucken lassen, weil sie manches enthält, das auch gegenwärtig noch, wie ich glaube, 
angehenden Mathematikern von Nutzen sein kann. Wesentliche Veränderungen habe ich 
nicht vorgenommen: nur die Einleitung ist neu bearbeitet worden, weil es mir zweckmässig 
erschien, auf den Inhalt der kritisirten, heutzutage nicht Jedermann mehr zugänglichen 
Schriften etwas ausführlicher als ich es früher für nöthig gehalten, einzugehen. 
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und sodann, mit Anwendung der zweiten Gleichung, 


ut 

(4.) RR: f(w,1,+y-w) 

ry) = a 
f(w,1,——w) 


folgt. 
Legt man jetzt der willkürlichen Grösse w irgend einen bestimmten 
Werth bei, und setzt 
(5.) f(w,1,u—w) = F(u), 
so erhält man: 
7 

FÜ 

(+) 


(6.) flu, x, y) =a". N > aa 
Z) 


Umgekehrt erhellet, dass jede Function f(x, u, y), die, bei ganz 
willkürlicher Annahme von F(u), durch diese Formel bestimmt wird, 
den beiden ersten der obigen Gleichungen Genüge thut. Denn es ergiebt 
sich aus (6): 


F(+y-+k) 
MG) 

u he LA 
me m); F( jr tk) 


RO) A 


x 


flu, x, y + k) = pre 


= flu, æ, y) fu + yx, x, K), 


sowie ferner 


f(ku, kx, y) = (ka)”. _—— 
F 


http://rcin.org.pl 


192 Uber die Theorie der analytischen Facultiten. 


Damit nun auch die dritte Gleichung befriedigt werde, ist nöthig, dass 


x 
FC) 


PA 1)= — F(—) 


F(—-+1) 
= oder 


fu,2,1)=x. 


sei; woraus, wenn man ux statt u setzt, die Relation 
(7.) F(u-+1) = u F(u) 


folgt. Man sieht sofort, dass eine Function, welche dieser Gleichung ge- 
nügt, die Legendre’sche T (u) ist*), und dass man, um den allgemeinsten 
Ausdruck von F(u) zu haben, 


F(u) = 9(u) T(u) 


setzen muss; wo unter y(u) eine periodische Function zu verstehen 
ist, welche unverändert bleibt, wenn u in «-+-1 übergeht. Ohne aber 
hinsichtlich der Theorie der T-Function irgend etwas vorauszusetzen, 
kann man folgendermassen fortfahren. 

Aus (7) folgt, wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet: 


F(u-+-n) =uw+1)(u+2)..:.. (u+n-—1)F(u), 
und hieraus, wenn n — 1 statt n, und 1 statt u gesetzt wird: 
ERY 12: ees (n —1) F(1), also 


Fi = u (1 of + u) (1 ei > u) VER (1 ns = = ) 3 A : 


Nun ergiebt sich aber aus den Sätzen über die Convergenz der un- 
endlichen Producte, die. ich im Folgenden zusammenstellen werde, dass 
sich eine Function b(n) der positiven veränderlichen Zahl n, falls n 
ohne Ende wächst, einer bestimmten endlichen Grenze nähert, wenn der 


*) T(w) ist gleichbedeutend mit der Gauss’ischen Function I (u — 1). 
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Werth von n 1¢ ia 1) für n = co nicht unendlich gross wird. 


Setzt man nun 


(1 -f w) (1 + =): ° (1 a — = 4a), 


so ist 


p(n) PE 
b(n —1) n-ı 


und man sieht, dass zwar nicht Y(n), wohl aber n~” b(n) für n — co 
einen bestimmten endlichen Werth annimmt, weil für hinlänglich grosse 


Werthe von n 


n" bin) u 
n — 1)" p(n — Lae = +) - DE» | Sar 


i: pe es u(u +1) 


ist, für n = oo also 


nè ( nm“ b(n) 1) - Yi - uw 
n—ı) *% (n —1) A 


Da nun ferner 


FOOR Go] 


ist, so hat man: 


n “d(n) =u. Crt S 7) x G) Gs >E A — ait (E 


und es hat das unendliche Product 


Gat 


“=-+-00 
u. | | 
a=1 


1). 


Da u(u “ar 7 se 


T: 2.n? 


av) 


einen endlichen, bestimmten Werth, welchen (reellen oder imaginären) 
Werth auch « haben möge. Ich möchte für dasselbe die Benennung 
„Factorielle von uw‘ und die Bezeichnung Fe (u) vorschlagen, indem 
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die Anwendung dieser Function in der Theorie der Facultäten dem Ge- 
brauch der T-Function deshalb vorzuziehen sein dürfte, weil sie für 
keinen Werth von « eine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet und 
überhaupt, gleich den einfachsten transcendenten Functionen e*, sinu, 
cosu u. s. w. im Wesentlichen den Charakter einer rationalen ganzen 
Funetion besitzt, so dass sie z. B. auch nach ganzen positiven Potenzen 
von u in eine beständig convergirende Reihe entwickelt werden kann. 
Nun ist 


RN. +1) (a jon 15 a (1- - nn ee .(1- =- ea! 1h eee 


n "u (1 +- G+ > (44 a a 


mithin, wenn man n=-+-00 setzt: 


? 


Fe(u+1)_ 1 
Fe = ’ 
re » (u) 7 
(8.) Fe (u) =u.Fe (u+1). 


Verbindet man diese Gleichung mit der obigen (7), so erhält man 
Fe (u). F(u) = Fe (u+1). F(u+1); 
d. h. es ist Fe (u). F(u) eine Function von u, die sich nicht ändert, 


wenn «+1 statt u gesetzt wird. Bezeichnet man daher eine solche 
Function durch ¢(w), so ergiebt sich 


und es wird daher der allgemeinste Ausdruck einer Function 
f(u,z,y), welche die Gleichungen (1), (2), (8) befriedigen soll, 
durch die Formel 


‘ Fr e Br} 
(9.) f(u, x, y) = ee Lf 


Re) © 
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gegeben, wo 


(10.) Fe (u) =u A i ( 7 y (1 4 = 


a+il 


ist, und ọ(u) eine beliebige Function von u bedeutet, für welche 
die Relation 


(11.) y(u + 1) = 9(u) 


gilt. Wenn y eine ganze Zahl ist, so fällt ¢ aus dem Aus- 
drucke von f(u, x, y) weg. 


2 


Nach dem Vorstehenden ist es zur vollständigen Definition von 
f(u, x, y) nothwendig, den obigen drei Grundgleichungen noch eine neue 
Bedingung hinzuzufügen, durch welche die Function (u) bestimmt 
wird. Ehe ich aber dieselbe aufsuche, muss ich auf eine, allen Functionen, 
welche den Gleichungen (1), (2), (3) genügen, gemeinsame Eigenthümlichkeit 
aufmerksam machen, aus deren Nichtbeachtung in mehreren der 
bisherigen Darstellungen der Facultätenlehre erhebliche Irr- 
thümer hervorgegangen sind. 

Man hat zur Bestimmung von f(u,x,,) unter anderen folgenden Weg 
eingeschlagen. Es ist (gemäss (1), (3)) 


f(u,2z,y+I=f(u, x, y) fut+yz,2,1)=(u+ya).flu,&,y) 
fu,2,y+1) =flu,2,1)f(u+zx,2,y) =u.flu+zx,x,y) 
und daher 


uw 
(12.) LIT = ae -f(u+a, x,y); 


woraus man, indem man w+, u+2x2,u+3x, u.s. W. statt u setzt, weiter 


ulu + x) (u + 2a)... (u + (n — Ne) 


(w+ ya) (u + yx + x) vee (U+yac+n — Der) fu + nz, x, y) 


(13.) f(u, x,y)= 
folgert, wo n eine ganze positive Zahl bedeutet. Setzt man ferner in 
dieser Formel w—nz statt w, so erhält man 


(u+ ya —x)(u+ yx —2x) ... (U+ yx — nx) 


(u — x) (u — 22) ... (u — nz) . f(u — nz, x,y). 


13* 


(14.) u.a, y)= 
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Nun ist aber 


Wis eee “js 2)... (eae e 
(15) Fe(w)=Lim jn - Hehe s Net f 


N==00 


also, wenn unter eine beliebig anzunehmende Grösse verstanden wird, 


u 
ar 0 : Fe wut a) (ue + 2a) a. wt (in —1)2) l 
(16.) ———— = Lim. |n — - : 
w N=00 w(w +2) (w+ 2x)...(w+(n —1)x) | 
Fe (= 


_(w— a)(w—22)...w— nz) | 
(u — x) (u — 2x) . . . (u — ne) | 


folgt. Hiernach geben die Gleichungen (13), (14), (16), (17), wenn man 
W=U-+yx setzt, 


Fe (= 
(18) f(u,2,y) = — — ` Lim. In. fut+nz,x,y)| 
y DA Ets is t= 00 
Fe (5 y) i 
und 
Fe (1 — s — y) 
(19.) flu, x, y) = ————— - Lim. fn. fu — ng, x, DIE 


Fe (1 = =) Se 


Bis hierher sind nur die Gleichungen (1), (3) angewandt. Mit Hülfe 
der zweiten ergiebt sich ferner, da 


ED E Yen gin) eee 
fu+ng,2,y)=(u-+ nx) ies F PLA 
: 3 SY X 
fu—nx, x, y) = (u — ng) ‘yl PIE TS y), 


und 


: = y f TEN y 
Lim. fn Yu- naL) | =g’. Lim. (1+ a eal 
N= x 


n =c 
y 


y Woes! ES COE EE 2 ee i HERR i y 
Lim. {n (u — nx) S 2) Lim. (1 ES = (— x) 
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ist: 
ee ne ae Lim. fa) 
und ” 
. Br "ha ae) a 
(21.) f(u, x,y) =(— 2) ld) y Lim. Mis a ‚Y) 
Fe (1-- N=co U NE 
x 


Setzt man «= 0, so können die Gleichungen (1), (2), (3), die dann in 


flu, 0, y +k) = f(u, 0, yf ù, 0, k) 


2: 
f(ku,0,y)=k.flu, 9, y) 
fu, 0,1)=u 


übergehen nicht anders befriedigt werden, als wenn man 
y 
fu, 0, y) =u 


annimmt. Könnte man hieraus folgern, dass f(u, æ, y), wenn x seinem 

° ‘a . . . . a 
numerischen Werthe nach beständig abnimmt, sich unbedingt der Grenze u” 
nähern müsse, so würde die Gleichung (20) 


(22.) i fla, L, y) = xn . gare ae m 


geben; was mit dem vorhin Bewiesenen, dass f(u, x,y) durch die 
Gleichungen (1), (2), (3) allein nicht bestimmt sei, im Widerspruch steht. 
"Aber noch mehr. Die Gleichung (21) würde, unter derselben Voraussetzung, 


Bi 


(23.) fu, 2, y) = (= 2) - 


4 
Fe (1 a, =. 
geben, und es müsste 

U U 
ae ae 


BAe a 
Fe (t—— Fe (+y) 
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Fe +») . Fe (1 -—-¥) 
u 
Fe(i——). Fe (5) 


sein; was ein offenbar falsches Resultat ist, wie schon daraus erhellt, 


Fr (> i, 


dass für u — x der Ausdruck links die Form 5 annimmt, sobald y eine 


ganze Zahl ist. 

Da die Gleichungen (20), (21) strenge Folgerungen aus den Gleichungen 
(1), (2), (8) sind, und dieselben wirklich befriedigt werden, wenn man für 
f(u, x, y) irgend eine der*durch die Formel (9) gegebenen Functionen 
annimmt: so kann der hervorgetretene Widerspruch nur in der Voraus- 
setzung seinen Grund haben, dass sich f(1,#,y), wenn der numerische 
Werth von x unendlich klein wird, unbedingt der Grenze 1 nähere. Diese 
Annahme ist also unstatthaft. 

Dies lässt sich aber auch direct folgendermassen nachweisen. 

Setzt man, unter w eine positive reelle Grösse verstehend, in der 
Formel (9) wa statt u, und wendet die Relation (2) an, so erhält man: 


Fe (w) (wy) | 
w. Fe(w+y) p(w) 


1 er 
(24.) I) 
Setzt man aber — x statt x und darauf wg statt u, so ergiebt sich: 


U a a ' 
fQ., ae v) ike, w’.Fe(-w+y) (~w) 


In Folge der Formel (10) ist aber 


A==-+00 2 e 
Er wy _ o y SUT) 
Fe (u). Fe (— u) = aid E | (1- 3) hr a 
oder, weil Fe (u) = u. Fe (u +1) ist: 


sin(ur) 


(25.) Fe (— u) = “afe (Fu) 


daher ist 


1 A y Fe(ii+w—y sin(wr)  9(—w+y) 
B45 N) N) 2. u AIR 


w’Fe(i+w) sin(w—y)R (~w) 
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oder, wenn man 


u sin (wz) 


CY) Feu) 


= Yu) 


setzt, wo dann b(w), eben wie p(u), die Eigenschaft hat, dass 


d(u + 1) = Ylu) 


ist: 


21) 1,9). tend) 
ER ar w Fe (itw) $(w—y) 


Nun hat man ferner: 


(28) Fe =u(w+1)(u+2)...dutn—1).Fe(u+n), 
Fe (1) = 1.2.3...(n—1). Fein), 


wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet. Nach (10) ist Fe (1) = 1, also 


Fe (nm) _ a ee TY QA u AN 
n Fe (u+ n) A ne 1) i 


woraus, mit Berücksichtigung von (15) 


(29.) Lim. | — Pe ahs 
n=oln Fe (n+) 
folgt. 


Es sei nun n die grösste in w enthaltene ganze Zahl, und w=n-+-w', 
so hat man: 


LA) eee ( Fe (n) ee eh) ) (5, 
n 


w" Fe (w+ u) rw Fe (n+w'+ u) n” Fe (w'+n) i 


mithin nach (29) 


(30.) Lim ae de 


w=+ | w” Fe (w+ u) 
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` Eben so ist, weil 


Fi+w-wW_ - (1: l Fe(i+w) | ). (ER u - 
w" Fe (1+ w) (i+w). Fe (i+w -— u) w ) 
(31.) Lim. Bi nn der j= 1, = 
w=-+00 Fe (1 E3 w) 
folglich, gemäss (24), (80) und (27), (31): 
plwy) 
Lim. f(1,. ahs Lim. Beit 
(32.) w= +00 y PEN fi ) 
\ dee) f; 
(um r oa) 2 n lal 


Es sind aber Pw+y) un = aiey: beides periodische Functionen 
° p(w) Yaw—y) 


von w, und können als solche, wenn w ohne Ende zunimmt, keiner be- 
stimmten Grenze sich nähern, wenn sie sich nicht etwa auf Constanten 
reduciren. Soll dies für jeden Werth von y geschehen, so müssen (u) 
und (u) selber von u unabhängig sein. Das ist aber, weil 


u sin (u r) 


ọ(—u) 


W) =(- 1) 


ist, für beide gleichzeitig nicht möglich. Mithin können sich die Functionen 
fa, +x,y) und fA, —2,ġ), 


wenn x unendlich klein wird, in keinem Falle beide einer bestimmten 
Grenze nähern. 


Bi 

Aus dem Vorhergehenden ist zugleich zu ersehen, dass man eine 
Bestimmung der Function, wie sie zur vollständigen Definition von f(u, £, y) 
noch nöthig ist; erhält, wenn man festsetzt, es solle sich f(1, x,y), ent- 
weder für einen positiven, oder für einen negativen Werth von a, 
wenn derselbe ohne Ende abnimmt, der Grenze 1” nähern. Eine 
dieser Annahmen ist nothwendig, wenn die Analogie der Facultäten 
mit den Potenzen so viel als möglich behauptet werden soll. 
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Bei der ersten Annahme muss sich (u) auf eine Constante redu- 
ciren; und wenn man die Function, in welche alsdann f(u, x,y) übergeht, 
mit Crelle durch (u,-+x)’ bezeichnet, so hat man: 


(33.) (u,+2) =. — 


Hiernach bedeutet (u, +x)” eine Function von u,x,y, welche den 
_ Gleichungen 


+k k 
(w,+ 2)” — (u, + x) (u + yx,+ z) 
(34.) (ku, ka)” = k” (u „+ x)” 
(n,- 2) = u 


genügt, und zugleich die Eigenschaft hat, dass sich (1, +æ)” der Grenze 1” 
nähert, wenn x, stets positiv bleibend, ohne Ende abnimmt. 


A i , sin(ur 
Bei der zweiten Annahme muss )(«) = (— 1)" (un) 


(u) 


eine Constante 
sein. Dann hat man: 

Ta va (€ jas 4 nA l u = 
fi, — x, y) = (-- x) - . — u. he i 


ys =i u } en — u ’ aie» % 
A ARE ie Fe(1+7 
Diesen besondern Ausdruck für f(u, —x,y) will ich durch 


(u ee a)! 


bezeichnen; wobei wohl zu beachten ist, dass man in den Ausdriicken 
(u, +£), (u, — x)’ die Zeichen (+) und (—) vor æ nicht als zu x ge- 
hörige Vorzeichen betrachten darf, so dass also (u, — x)” keineswegs die 
Function bedeutet, in welche (u, + x)” übergeht, wenn x in — x verwandelt 
wird, welche vielmehr durch 


(u, +(— x))" 


zu b@eichnen wäre. Es soll vielmehr, ganz in dem Sinne des Urhebers 
dieser Bezeichnungsweise, durch das (+) oder das (—) vor dem x, nur 
angedeutet werden, dass æ mit w in eine gewisse Verbindung trete, die 
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in dem einfachsten Falle, wo y eine ganze positive Zahl und 


(u,+ Pe uu+zx)(u+ 28)... (u + (y — 1)x) 
und 


(u,— D u(u — x) (u — 2x) ... (u — (y — 1)x) 


ist, in der That bei dem ersten Ausdrucke durch Addition, so wie bei 
dem andern durch Subtraction vermittelt wird. 
Es ist also 


(35.) (u,— Te AORE E 


und es gelten für (u, — x)” die Grundgleichungen 


j k 
(u Mo x) a (u,— 2) (u = Um x) ; 
(36.) (k U,— ka) = iY (u i 2)", 
(u,— U, 


zu denen noch die Bestimmung tritt, dass sich (1, — x)” der Grenze 1” 
nähert, wenn x, stets positiv bleibend, ohne Ende abnimmt. 

Hierdurch sind nın zwei Arten von Facultäten auf völlig bestimmte 
Weise definirt, indem für beide analytische Ausdrücke gefunden sind, die 
für alle Werthe von u, œx, y ihre Gültigkeit behalten. Es scheint zweck- 
mässig, beide Formen 


(u, + a)” und (w, — a)” 


beizubehalten, indem man, wenn die Differenz x positiv ist, vorzugsweise 
die erstere, im entgegengesetzten Falle aber lieber die andere anwendet. 
Sie hängen übrigens, wie aus (33), (35) ersichtlich, sehr einfach zusammen, 
indem 


(37.) (u,— By (u RY a O 2) 4 
und 
(38.) (u,—+ ay = (u + ia, 2) 
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ist. Man hat ferner 


y y 
(u,+(—2)) =(-2) - = 


also 
y R sin BER P 
(39.) (u,+ (— x)) =(—])- E (u,— x) ; 
À sin (— =M 
ne 
woraus man sieht, dass (u, + (— x<))” nur dann mit (u, — x)” gleichbe- 


deutend ist, wenn y eine ganze Zahl ist. 

Anm. Wenn man die in der Einleitung angegebene, von Bessel 
und Ohm aufgestellte Formel für die von ihnen durch u!” bezeichnete 
Function entwickelt, so erhält man 


ya 
uf! = (u,+ a)’, 


=F 
u” = (u,— a)! À 
wenn in beiden Fällen x positiv ist. Hiernach kann, wie schon be- 
x 

merkt, u” nicht für alle Werthe von x durch einen einzigen analytischen 

x 
Ausdruck dargestellt werden — abgesehen davon, dass die Definition von uw? 
nur für reelle Werthe von x gegeben ist. Ferner ist es zwar dadurch, 
dass für positive und negative Werthe von x verschiedene Definitionen 
gegeben werden, erreicht, dass für positive Werthe von « allerdings die 
Gleichung 

ylæ 


> Yy 
Lim.n =n 
r=0 


besteht, sowohl wenn x positiv, als wenn x negativ ist; es gilt aber diese 
Gleichung nicht mehr für negative Werthe von u, also auch nicht allgemein. 
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4. 
Die bisherigen Erörterungen haben nun zwar zu einer unzweideutigen 
Definition von 


(u,+a)” und (u, — x)? 


geführt; es sind dazu aber vier Bestimmungen für jede dieser Functionen 
nöthig gewesen. Dies ist, wie schon aus den im Vorhergehenden ausge- 
führten Entwickelungen ohne Mühe nachgewiesen werden könnte, mehr, 
als nöthig. 

Ich werde daher jetzt zeigen, wie man, ausgehend von einer ganz 
allgemeinen Definition von 


(u, +2)” und (u, — x)? 


die für jede dieser Functionen nur zwei Bestimmungen giebt, auf völlig 
systematischem Wege zu den Darstellungen derselben durch die Formeln 
(33), (85) gelangt; wodurch zugleich die Grundgleichungen (34), (36) ge- 
geben werden. 

So wie sich aus dem Begriffe eines Products von gleichen Factoren 
der allgemeine Begriff der Potenz entwickelt hat, so bildet für die 
Facultätenlehre die Betrachtung eines Products äquidifferenter Fac- 
toren den Ausgangspunkt. Nachdem nun, wenn y eine ganze positive 
Zahl bedeutet, das Product 


ulu- x) (u+ 2x)... (u + (y — 1)x) 


durch ot +2)? bezeichnet worden ist, findet man, auch ohne dass die 
Eigenschaften eines solchen Products weiter untersucht werden, indem 


t+ y 
(w+ a, + x)= aoge . (u, + x) 


ist, die Differenzen-Gleichung 


y 
A (u, + x A 
(40.) (u, l x) En Y u 


? 


(u,+ x)? u 


wenn sich das Zeichen A auf u bezieht, und Aw =æ angenommen wird. 
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Gleich wie nun die Betrachtung der Differential-Gleichung 


df(u)  ydu 
FR. om 


zu der Potenz u” mit willkürlichem Exponenten führt, so kann man sich 
die Bestimmung einer Function von « zur Aufgabe stellen, welche der 
Differenzen-Gleichung 


Af) _ yAw 


(41) Pia ae 


bei einem beliebigen Werthe von y geniigen soll. 
Aus der vorstehenden Gleichung folgt, wenn Au=x gesetzt wird: 


fu + x) - fu) = — = fw) N 
fu+ 2) =E ra), 
‘f(u) = a fu + x) ; 
U+- Yx 


woraus, wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet, weiter 


Wu + x) (u + 2x «e(t : 2” x) | 
a) = (u4 yx) (us yx + = (u+ (y+ n—)a y. EIERN 
oder 
(42.) Ne ee a)" fu + nz) 


ae 


folgt. Wenn y eine ganze Zahl ist, so kann man, wie gezeigt, f(u) =(u, +a) 
setzen. Dann hat man: 


etna, +a)" = wt na). (1+7 x JOS > J (1+), 
U+ NZ U+ NX U+ Nx 


‚also 


(u+nz,+ x)? 1 


= 
E 


(u. +- na 
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Dieser Umstand führt darauf, in der Gleichung (42) n = co zu setzen 
und sie so zu schreiben: 
| y (u, +2)" fiu + nag) 
(48.) flu) = Lim. | (u + nz) ge" - Lim. — F 
nN =00 (u-+ yz, +2) n=Ħ (u -+ mx)’ 
Es ist daher vor allen Dingen nöthig, genauer zu untersuchen, was aus 
dem Ausdrucke 


(u, +2)" 


(u na) — 
(u +- yx, +z) 


wird, wenn die positive ganze Zahl n ohne Ende wächst. 

Zu dem Ende schalte ich hier zunächst einige allgemeine Sätze über 
die Convergenz der unendlichen Producte ein. Dieselben sind zwar, 
so wie die damit verbundenen Sätze über die Convergenz einer bestimmten 
Gattung von unendlichen Reihen, zum grossen Theile bekannt. Ich glaube 
aber, wenn ich gleichwohl ausführlicher darauf eingehe, nicht nur wegen 
der ganz elementaren Herleitung derselben, die einiges Eigenthümliche 
haben dürfte, sondern vorzüglich deswegen auf Entschuldigung rechnen 
zu dürfen, weil ich überall bei den vorkommenden Grössen die Untersuchung 
nicht auf reelle Werthe derselben einschränken, sondern auch auf complexe 
(imaginäre) Werthe ausdehnen werde. 


5. 
Einige Sätze über die Convergenz und Divergenz 
unendlicher Producte. 


(1.) Wenn die Glieder einer unendlichen Reihe 
Uy) Uy) Ug, «++ CO 


sämmtlich reell, positiv und kleiner als Eins sind, und zugleich 
diese Reihe eine endliche Summe hat, so convergiren die Producte 


P,=(1—u,) (1 — u) (1 —u,)... (1 — uy) 
Qoa = (1 “| Uy) (1 4 w) (1 er tty) eee (1 = ttn) , 


wenn n ohne Ende wächst, beide gegen eine bestimmte, positive 
Grenze; und zwar das erste beständig abnehmend, das andere 
beständig zunehmend. 
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Es ist klar, dass P}, Q, beständig positiv sind, und dass die erste 
Grösse beständig abnimmt, die andere aber zunimmt, wenn n beständig 
wächst. Es ist daher zum Beweise des aufgestellten Satzes nur nöthig, 
zu zeigen, dass P, stets grösser, und Q, stets kleiner bleibt, als eine 
gewisse positive Grösse. 

Es ist, wenn a,b,c,d... reelle und positive Grössen sind, 


(i+a)1+0)=1+a+0+ab>1+a+5) 
(a+a)1+0)\A4+o0>0+4a+)0+0>14+a+b)+¢ 
d+aa+)d+o01+¢a>(1+a+0+c¢) 1+ad>1+a+b+c+d 


u.s. w. Dieselben Ungleichheiten bestehen auch, wenn a,b,c,d... sämmt- 
lich negative Grössen, ihrem absoluten Betrage nach aber kleiner als 1 sind. 

Ferner kann man, wenn Æ irgend einen echten positiven Bruch be- 
deutet, m so gross annehmen, dass die Summe 


Ur T Um t °° Uy 
für jeden Werth von r kleiner als Æ ist. Dies vorausgesetzt, werde 


n =m +r gesetzt, wo auch m, r ganze positive Zahlen bedeuten sollen; 
so ist 


Tei 
m+r 
ae (i Uns) ian Ur) Kerle Umer) 
m 
=> — — — ere —- N 
a. Um+ı “m+e Umr? b= BD, 


also 
£, > Fy, (li — £), wenn n> m; 


was gezeigt werden sollte. 
Ferner ist 


1 u u u 
Q, = (1 os Erin. : a) ars © Sone pre): 


und da nun, wenn n> m, E auch grösser als 


I ART OR Un 
lF i ag L => th, 
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ist, so hat man: 


ge 


Qn 1+ Uy 
1 1 
=~ so = (1 — 5), 
Qn ‚m 


i: ie 
On= Te wenn n > m. 


(II.) Wenn dagegen die Reihe 


Uys Way thay no > 
keine endliche Summe hat, so wird, wenn » ohne Ende zu- 
nimmt, indem P,, beständig positiv bleibend und abnehmend, 
sich der Grenze Null nähert, während Q, über jede Grenze 
hinaus wächst. 


Es ist nämlich 
Q>1+wtruU +. tum 
und die Summe g+ u, + +++, wächst mit n über jede Grenze hinaus. 


Ferner ist 


u u, Un 
(i sj 1 ll 1 =o oF (1 eg row) 


n 


u U 
. . 0 . . 
und die Reihe he L, u.s. W. hat ebenfalls keine endliche Summe. 
aan — u 
0 1 


Es nimmt mithin > gleichzeitig mit », ohne Ende zu; und zwar über 
n 


jede Grenze hinaus; woraus folgt, dass P,, beständig abnehmend, sich 
der Grenze Null nähern muss. 
Zusatz. Setzt man 


P, (1-3) (4-5) ---Q-= 


so ist 


p —1:2---(™—1)_ 1 
Jee E oe“ E 4 
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also P, = 0, fürn — co. Daraus geht hervor, dass die unendliche Reihe 


keine endliche Summe haben kann. Wird dagegen 


BG ar 


gesetzt, so ist 


P 4 TELE SA (n— 1)(n +1) 
nm 9.9 3,8 n.n 
R Oe eh et) E E O NATE 
2.3... StS a eae 


also P, => für n= co. Mithin wird die unendliche Reihe 


id 1 
Ta rt A 


= 


eine endliche Summe haben. 
(III.) Wenn die Glieder der Reihe 


Hig Nyy: Uy 9. 


0? 


sämmtlich reell sind, und von einem bestimmten Gliede an 
beständig dasselbe Zeichen behalten und kleiner als Eins bleiben, 
so wird das Product 


P = (1+ u)(1 +)... + m), 


wenn n ohne Ende wächst, gegen eine bestimmte endliche Grenze 
(die, sobald keine der Grössen t, ty, ... = — 1 ist, nicht Null ist) 
convergiren, wofern die Reihe t, u, ... eine endliche Summe hat. 
Wenn aber das Letztere nicht der Fall ist, so wird 
P,=ccoder P,= 0 für n = co 
sein, je nachdem die Grössen w, w, ... von einer bestimmten 


Grösse an, stets positiv oder stets negativ sind. 
14 
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Alles dies folgt unmittelbar aus den beiden vorhergehenden 
Sätzen. 
(IV.) Auch wenn die Glieder der unendlichen Reihe 


PER <= 


complexe (imaginäre) Werthe haben und die Reihe unab- 
hängig von der Anordnung ihrer Glieder eine endliche 
Summe hat, nähert sich das Product 


P= +a )0 E). ET 


wenn n ohne Ende wächst, einer bestimmten Grenze, die von Null 
verschieden ist, wofern nicht eine der Grössen tiy, tty, ... = — 1 ist. 
Es werde u, = v, + iwp und 


(1 +u,)0 +4, ...1+ &,) =Pat ih 
Wire In TA) 


gesetzt, wo die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Dann hat man: 


s= a +o oh Pato tu... Yar’tun. 


Nimmt man nun m so gross an, dass für jeden Werth von n, welcher > 
ist, die Summe der absoluten Beträge von v, und w, kleiner als 1 ist, so 
kann man 


ER 
+v -W, =1-+v.+ } 
ya + Up) tw, =1+4,4+ Ep Wn 


setzen, wo &, dasselbe Zeichen wie w, hat, dem absoluten Betrage nach 
aber kleiner als Eins ist. Bezeichnet man darauf den absoluten Betrag 


s 
. n . . 
von v, durch v,, so liegt —, wenn n> m ist, zwischen den Grenzen 


Sm 
i a) n ie, as : wal aes a 
O tma Er im — Pima Emra Wma) os (1 — 9, En Wn) und 
AR N ; ey ; 
(1 Vm” Em+1? DaN 1 i Yen ig i Em+2 u mie fae ese (1 a n° En u n) 


Beide Producte nähern sich aber, wenn » ohne Ende wächst, zufolge 
des Satzes (I.), bestimmten positiven Grenzen; also bleibt der Werth von 
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s é LTR. 

n / ç . 

Se und daher auch der Werth von s, oder V pł +-q; Stets zwischen 
“m 

zwei endlichen Grenzen, wie gross auch n werden mag. Mithin muss 
es auch für jede der Grössen Pp, gy eine Grenze geben, welche den ab- 
soluten Betrag der Grösse nicht übersteigen kann. 


Nun ist aber 


=; 7 — ` ie y . TE bi 
Pari Telir (i + ee bt, 5) (Pp, | idn) und 
Panai Pn ™ nsi Pn Wns In» 


Invi In Yn In T Wnrı Pn 


woraus, wenn man statt n der Reihe nach m, m-+1, ... m--r setzt, 


1 


Pan Pm= © Im Py Um+e2 Part er Unie Ymer- 


y eo è =—— 


T 'm-2 Im+ı 


“m+ Im? mtr Imri 


= Vv 


— = . . . 
Ir Im x i Vm Imt Um+2 Im-+ı" m+r Im+r 


i Ww ) í Se TEEN 
Town Pmt Wm Pm Umar Pmr 


folgt. Es hat aber jede der Reihen 


Wy» Wy, Way oe 


unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder eine endliche Summe; und 
da die resp. absoluten Beträge von Pp, qn, Wie gross auch n werden mag, 
gewisse Grenzen nicht übersteigen, so müssen auch die Reihen 


Poo» V Vis en ; Poo P Ws eee 


Gor dp 5 Upon Uy Wy oe 


endliche Summen haben. Folglich kann man m so gross werden lassen, 
dass für jeden Werth von 7 die Ausdrücke auf der Rechten der vorstehenden 
Gleichungen, also auch Ppp Pm WI Gy. — Im, dem absoluten Betrage 
nach, kleiner als jede gegebene Grösse sind. Damit aber ist bewiesen, 
dass Pp, In nicht blos endlich bleiben, wenn n ohne Ende wächst, sondern 
auch dass jede gegen eine bestimmte Grenze convergirt. Ferner ist klar, dass 
diese Grenzen nicht beide gleich Null sein können, weil sonst ,—Y pè + 4; 
x 14* 
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für n = co ebenfalls = 0 sein würde: was, wie vorhin gezeigt, nicht 
’ ’ 9 


der Fall ist, wofern nicht eine der Grössen w,,w,,...—=— 1 ist. Dieser 
Fall aber kann ganz ausgeschlossen bleiben, weil dann P,, für jeden 


Werth von n, von einem bestimmten Werthe an, gleich Null sein würde. 
(V.) Nicht selten trifft man eine unendliche Reihe an, deren 
Glieder 


Uo Uy, Woy «++ Uy oes 
. ~ . . Un . 
ein solches Gesetz befolgen, dass sich der Quotient —— in 
U 
n—1 


eine (endliche oder unendliche) Reihe von der Form 


entwickeln lässt, wo qa,4,4,, ... von n unabhängig sind, 
übrigens aber beliebige complexe Werthe haben können, auf 
die Weise, dass 


; Un 
Lim. n . ; — 1) z4 
i 


n—l1 
2 2/ Un a, = 
Lim. n (- ——] ) = ay . für n = co 
Un—ı n 
U al a 
. 3 N 1 mE 
Lim. n ( l= —,- >) di, 
Uni n n 
w.e wist, 


Wenn in diesem Falle a, die erste der Grössen a, @,, ... 
ist, welche nicht verschwindet, so dass 


7 
° 4 N 
Lim. u' eae — 1) = 
u H 


nO n—1 


ist, und es ist erstens p>1, so wird w,, wenn n ohne Ende 
zunimmt, gegen eine bestimmte, endliche und von Null verschiedene 
Grenze convergiren. Wird dieselbe durch w bezeichnet, so kann 
man ferner 
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setzen, wo v, eine Grösse ist, die endlich bleibt, wie gross auch 
n werden mag. 
Setzt man 


so erhält man 


Nun ist aber Lim. k =a; es bleibt mithin %, endlich, wie gross auch n 


n = c0 


werden mag. Daraus folgt, dass die Reihe 


kz k 


eae. Se n 


unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder, eine endliche Summe hat, 
weil dies fiir die Reihe 


i RE ER 


gilt, was bereits für u = 2 im Zusatze zu (No. II.) gezeigt wurde, und 
daher auch feststeht, wenn > 2 ist. Damit ist aber nach (No. UI.) 
erwiesen, dass «,, für n = co einen bestimmten endlichen, von Null ver- 
schiedenen Werth annimmt. | 

Bei diesem Beweise ist allerdings vorausgesetzt worden, dass keine 
der Grössen Uy, %,, ... gleich Null sei; der Satz bleibt aber gültig, wenn 
diese Bedingung für alle Grössen der Reihe, von einer bestimmten w,, 
an, erfüllt ist. Setzt man nämlich n = m +r, so ist 


SB. un Ber. IE 
u p+ 


m+r—1 (r+ m) a (r + m) 


woraus, sobald r > m ist, 


Um _ 1. Ay ia Gy pA a 
u OR a a ee OH 
f M+r—1 1 1 
folgt, WO au Appi; von unabhängig sind. Mithin bekommt w,,.,. für 


r = oo einen endlichen, von Null verschiedenen Werth. 
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Ist nun 
Lim. Uy, == ti, 


7 = 00 
so setze man Up= tyt itp, kyo yg, ihn; alsdann hat man: 


Int ih, ee 
Pr (Uy —1 F Wy) » 
n 


und daher, wenn man 9,01 — nUn = Pns Inna nm = qp Setzt, 


5 a a Pn" Ine 
n Er ae ae. 
zt (n +1) 


Setzt man nun der Reihe nach n+1, n+2, ... n+r—i statt n, 


wo r irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, und addirt die so ent- 
stehenden Gleichungen zu der vorstehenden, so ergiebt sich: 


_ Mt Ine Panart tiner 
(n + 1)" n” 


Mn Meee de 


oder auch, wenn 
1 1 


fe} ————— te eee } ipei 
wis o 1° 

ist, und P,,,. einen Mittelwerth zwischen der grössten und der kleinsten 
der Grössen p,.1,+++ Py»; und ebenso Q,,,. einen Mittelwerth zwischen 


der grössten und kleinsten der Grössen q,.1, +++ n+p bezeichnet: 
U Unter = T Bart (Qn) + yy 


Lässt man nun r ohne Ende wachsen, während n constant bleibt, so 
nähert sich «,., der Grenze «; ebenso nähert sich 9, „ einer Grenze, die 
durch 5, bezeichnet werden möge, und deshalb müssen auch Ppp, Qnr 
7 q 
gegen bestimmte Grenzen convergiren, welche P,, Q@, sein mögen. Man 
erhält daher 
U, = U— 6, (P+ 7Q,), 


und es ist klar, dass P, Q, endlich bleiben, wie gross auch n werden 
mag, da dies für gp, Ay, Ons Wn, also auch für Pa, gn, der Fall ist, und 
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daher Grenzen existiren müssen, die P, , und Q,, und mithin auch F,, n, 
’ 
dem absoluten Betrage nach, nicht übersteigen können. Ferner ist 


a -— EEE ER = Ze 1 DEER: NEN — ee oOo 
x (n + 8 | (n + 2)" (n + 3)" 
1 1 1 
u a a re war: + = A on + s... CO P 
(n-+1)> (n+ 1) (n+ 2) (n+ 2) 


= ( 1 x =} 1 = + boscos . RE Di 
aK (n + Nr (n + 2)” ) (m +- D 


: certs a 1 en $ 1 
SO \nn +) n+yn+9) © gee 
1 1 1 
also u ee ee EN RER EEE _——, 
n nm -+-1 m+1 nm +2 ae 
(0, < ar 
n” 
En . š 
Man kann also c = ——— setzen, wo ¢, ein echter Bruch ist, und 
N nh} ? N ’ 


wenn man ¢,(P,+7Q,) durch —v, bezeichnet, so hat man: 


und es bleibt v, endlich, wie gross auch n werden mag. 
(VI.) Wenn aber zweitens a, nicht Null ist, so sind drei 
Fälle zu unterscheiden. 

(A.) Ist der reelle Theil von a, positiv, so wird w, unendlich 
gross für n = 00; 

(B.) Ist der reelle Theil von a, Null, so bleibt zwar wu, 
endlich, wie gross auch n werden mag, nähert sich aber, wenn n 
beständig zunimmt, keiner bestimmten Grenze. 

(C.) Ist der reelle Theil von a, negativ, so wird u,—0 für 
R= Cn, 

Es sei a,=g-+hi und es werde 


Py= (A+ a or x AE eee = 
hi hi hi 
m=(1+ =) = = es (A+ a 
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gesetzt, wo m eine ganze positive Zahl bedeuten soll, die grösser ist als 
der absolute Betrag sowohl von g als auch von }. Dann hat man: 


Un j Un—1 Un Pn-1 An—ı 
PnIn Pn-ı In—ı Un —1 Pn In 


a 58) @+4) 


wo a, u.s. w. von n unabhängig ist. Mithin convergirt, nach dem vor- 


Uy, 

hergehenden Satze, 
n- n 

endliche und von Null verschiedene Grenze, und man kann 


, wenn n beständig zunimmt, gegen eine bestimmte 


U, 


Pr In 


v 
n 
= v + —, also 
n 


Un 
Un=Pn In’ (v B —) 


setzen, wo v von n unabhängig ist, v, aber stets endlich bleibt. 
Setzt man q=4q,,+ iq, so hat man: 


2 2 2 
' nn. h eee h 
aj, a1+ an an—(1-+-)(1+— (i+—*_), 
A i ee m“ (m + ar (m+n) 


und es nähert sich diese Grösse, nach (No. I.), wenn n ohne Ende wächst, 
einer bestimmten, von Null verschiedenen Grenze, weil die Reihe 


2 2 
h h 
ad oh 


m’ (m Ea to 


eine endliche Summe hat. Mithin bleiben auch g), und g, stets endlich. 


] 
Bezeichnet man a = = durch ¢,, so hat man: 


AH itn) ri). 


http://rcin.org.pl 


Über die Theorie der analytischen Faeultäten. 217 


also ` 
4, ie m 7 tn Ce ? 


" ie * ' 
Ina ie” tn In—1° 


Setzt man in diesen Gleichungen statt n der Reihe nach n,n-+1,...,n+r 
und addirt die so sich ergebenden Gleichungen, so erhält man: 


' , A N 
ur ann (tp F tat N, In+r—ı) In 

" " , Py 
ga A (th ane AZ; bery) Inv) 


wo q,, einen Mittelwerth der Grössen q,_ p 4p (> und 


’ 
+ Tn 
n heei . ee: ger er n " 2 
q,;- einen Mittelwerth der Grössen Wa ip Gas os Gace 
bedeutet. Nun bleiben aber die Werthe der Grössen auf der Linken 
dieser Gleichungen stets endlich, während die Summe 


Mr h h h 


= fag” +++. - k - + -- — -þ .. bocon ae 
we nr m+n m+n+i1 mtn+r+1’ 


wenn r wächst und » constant bleibt, über jede Grenze hinaus zunimmt. 
Daher müssen nr i. beide sich der Null nähern, wenn 7 ohne Ende 
zunimmt, n aber unverändert bleibt. 

Es werde nun n so gross angenommen, dass die Differenz zwischen 
je zwei aufeinander folgenden Gliedern der Reihe 9,_,:94>9,.,.1; «+» dem 
absoluten Betrage nach kleiner sei. als eine beliebig angenommene, noch 
so kleine Zahl Æ; was möglich ist, weil 


a = ’ ews t " 
In Hr Inira n+rIn+r--ı? 


und £,,, beliebig klein werden kann, wenn nur n gross genug ange- 
nommen wird, während q, , „—ı Stets endlich bleibt. Ferner sei r so gross, 
dass auch der absolute Betrag von qj, kleiner als E ist. Haben dann 
in der Reihe 4,1,2: - In pı Sämmtliche Glieder dasselbe Zeichen, so 
ist g’. dem absoluten Betrage nach grösser als das kleinste derselben; 
dieses muss daher von Null weniger verschieden sein als Æ. Im ent- 
gegengesetzten Fall aber muss es zwei unmittelbar auf einander 
folgende Glieder von verschiedenen Zeichen geben, und da die Differenz 
derselben kleiner als Æ ist, so folgt, dass jedes von ihnen kleiner als Æ 


ist. Man sieht also, dass man, wenn man in der Reihe q,,9), ... von 
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irgend einem Gliede aus weiter geht, stets auf eines kommen muss, dass 
dem absoluten Betrage nach noch kleiner als jede gegebene Grösse ist. 
Dasselbe gilt für die Reihe 4.4), ... 

Nun nähert sich aber der Werth von q,9,+ gpd, wenn n beständig 
zunimmt, einer bestimmten Grenze Œ, und wenn daher wieder Æ eine 
beliebige kleine Grösse ist, so muss man, ausgehend von einem beliebigen 
Gliede der Reihe q, g}, ... unter den folgenden stets auf eines kommen, 
für welches die Bedingungen 


G-E< InUat In ln <G+E 
GIy <E 
erfüllt werden. Dann hat man 


G-2 E<,m<@+E; 


d. h. es muss auf jedes Glied der Reihe 9,,9,, -.., wie weit vom 
Anfange entfernt es auch sei, stets wieder ein solches Glied folgen, 
welches seinem absoluten Betrage nach der Grenze /@ beliebig nahe 
kommt. Dasselbe gilt von den Gliedern der Reihe q/', qj’, ...; und somit 
ist erwiesen, dass sich q,, wenn n beständig wächst, keiner bestimmten 
Grenze nähert, sondern sowohl der reelle, als auch der imaginäre Theil 
dieser Grösse zwischen zwei verschiedenen endlichen Grenzen schwankt. 

Für das Product p, folgt unmittelbar aus (Nr. I.), in Verbindung 


mit dem Umstande, dass die Reihe 


g g g 
m’m+1’"" mtn’ ~ 


keine endliche Summe hat: 
Lim. pp co, wenn g positiv ist und 


N==09 


Lim. p,= 0 . wenn g negativ ist. 


N=00 


Aus der Formel - 


uU, (v } 2) P 9 
n B n nin 


ergiebt sich jetzt ohne Weiteres Folgendes: 
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1. Wenn g positiv ist, so wird der absolute Betrag von u, 
unendlich gross für n = oco; 

2. Wenn g negativ ist, so wird derselbe unendlich klein für n = co; 

3. Wenn g= Null ist, so nähert sich derselbe, wenn n beständig 
zunimmt, zwar einer bestimmten Grenze, aber da dann 


Uy } vg 
nin bi- A 
Up= V], + —— und Lim. — =0 
n fo N 


ist, so convergirt w, selbst, gegen keinen bestimmten Werth, 
sondern schwankt. 
Anmerkung. Setzt man, was hier absichtlich vermieden ist, die 
Theorie der Potenzen mit beliebigen Exponenten voraus, so lässt sich 
der vorstehende Satz viel kürzer begründen. Denn es ist 


ee Se Be Br ang 
gf th REN tid eee n n n 


u 
. = . . n ~ 
folglich nähert sich, wenn n ohne Ende zunimmt, meer nach (Nr. 5) 
m 


einer bestimmten, von Null verschiedenen Grenze; und wenn man dieselbe 
durch v bezeichnet, so kann man 


oder 


F 
un. (v + A [cos (logn) + isin(hlogn)] 


setzen, wo v, stets endlich bleibt. Aus dieser Formel folgt der zu be- 
weisende Satz unmittelbar. 
(VIIL) Wenn wieder 
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ist, so weiss man, dass die Summe 


(A.) wo T Aa t,x ++ et Uo, 
wenn n ohne Ende zunimmt, gegen eine bestimmte endliche 
Grenze convergirt, sobald der absolute Betrag von x kleiner 
als 1 ist; so wie auch, dass sie divergirt, wenn der genannte 
Betrag grösser als 1 ist. Beides gilt auch, wenn ¢,, den abso- 
luten Betrag von w,,& den von = bedeutet, für die Summe 


AA EEE en 


Ist aber der absolute Betrag von x gleich 1, so gelten folgende 
Sätze. 
1) Die Summe (A) convergirt, wofern nicht x —1 ist, sobald g 
negativ, die Summe (B) aber nur, wenn g < — 1 ist. 
2) Wenn aber x = 1 ist, so convergirt die Reihe (A) — und dann 


gleichzeitig auch (B) — nur in dem Falle, wo g<— 1 ist; sie 
bleibt zwar endlich, wie gross auch n werden mag, nähert sich 
aber keiner bestimmten Grenze, wenn g = —1 und h=0 ist; 


und divergirt in jedem anderen Falle. 
3) Beide Reihen divergiren, wenn g>0 ist, indem dann weder 
ups”, noch ¢,€", für n — co unendlich klein werden. 
Da der absolute Betrag von x der Einheit gleich sein soll, so ist 
die Summe (B) gleich 


Ferner, wenn 


iwe an o.. 


n—1 n n 
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Setzt man nun, wenn m eine ganze positive Zahl bedeutet, die grösser 
ist als der absolute Betrag von g, wieder 


Pn Q i$ 3 G i He 3) a Q ie a n 


so kann man (nach Nr. VI), wenn man t, an die Stelle der dort mit 
wu, bezeichneten Grösse treten lässt, wo dann g,—1 wird, 


2 


ty = (t Air = Pn 


setzen, wo ¢ von n unabhängig ist, i aber stets endlich bleibt. 
Nun ist 


Pat Pe ag Pn) 
Mn (mt raih ee Fri 


setzt man also in dieser Gleichung statt n der Reihe nach 1,2,...n, 
so erhält man durch Zusammenziehung der so entstehenden Gleichungen: 


(m +n)py,— mp = +2 tmt °°: FR 


Aus dieser Gleichung aber ist zu ersehen, dass es, wofern nicht 9-+1=0 
ist, zur Convergenz der Summe 


Per 9 er 


hinreichend und nothwendig ist, dass (m + n)p, einer bestimmten Grenze 
sich nähere, wenn n beständig zunimmt. Dies kann aber, da 


—1 


(m+ 2) Py g 1 
(mn i) E G "1+ mA m + = 


-(1+ 84. Yüa4+4+.)=-1+ 4... 


ist, nur dann geschehen, wenn g+1 negativ ist, (indem der Fall 


g+1 = 0 ausgeschlossen ist), wo dann (m--n)p, für n = co (gemäss 
Art. VI) unendlich klein wird. 
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Ist g+1=0, so hat man 


1 TE! mri 
= z RE Ly EEE Fa Fe 
Pur te DG m+1 ( m+n m m+n n 
und 
1 
Pat Br — (m = Gr ar re m \ y men . 


Diese Summe ist aber (Art. II Zus.) divergent. Mithin ist es zur Con- 
vergenz der Summe 


Bot Bes OD, 


nothwendig und hinreichend, dass g < — 1 sei. 
Nun ist aber 


' Ta 1 25 
ttt os + t= t+ tpt ++) tm) + Gp) +e (P) + + = UF AF 


Wenn daher g <—1 ist, so wird auch t +t +: +t, convergiren, 
indem (t, p,) + > (ta p) ++ — (by Pa) gleichzeitig mit p, + P+- + Pn 
convergirt. 

Ist g= — 1, aber <0, so divergirt von diesen beiden letzten Summen 
die zweite, während die erste, da 


On Pn- P n—1 +1 
Pn n—1 n n Er ) +3 RR EN 
nm n-1l Py , n 1 n n 
ist, noch convergirt; folglich divergirt auch t+ t+ -+ ta. Dasselbe 


findet statt, wenn g= 0 ist, weil dann t, für w= Co nicht unendlich 
klein wird. Man sieht also, dass die Reihe (B) convergirt oder divergirt, 
je nachdem g < — 1 ist oder nicht. 

Im Convergenz der Summe (A) ist zunächst erforderlich, dass 
Lim. t,—= 0 sei, weshalb g <0 sein muss. Dies vorausgesetzt, werde 


n= 


+hi i +hi 
ee Gs. grin, R 
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gesetzt, so hat man: 


Un Un Oi Pg (1 gthi  % ra gthiv 
= : = > au ee: r > —— =} en a er 
ee Os te oe n m n+m 
' 
at, 
eo AE 
n 


setzen, wo wieder v von n unabhängig ist, w, aber stets endlich bleibt. 
Ferner sei 


9 
ga Bau Ge eee N 
Sy UL + UX -A + Uppt 


i = Pere e n 
S,= Pa + Bx E. l Eyt 


= P a oe ey ee ae } 4 
S,=wPx- J T A i = mr"; 


dann hat man. 


Sn BT S,- 
Nun ist 
Pe Pot (u Ay 4 tM yp pte 
m n—1 n n n i 


und da g— 1 <— 1 ist, so convergirt, wenn man durch Q, den abso- 
luten Betrag von P, bezeichnet, nach dem vorher Bewiesenen die Summe 


1 1 Ka 
1 Qir ry Q, Me te In 


und daher auch, indem x”, stets endlich bleibt, S}. Daraus folgt, 
dass s, gleichzeitig mit $, convergirt, schwankt oder divergirt.. 
Es ist aber 


(1-2) p= Pa (BP) a+ (B P) at ++ + (Ba Du Da" Ba" 


oa RP N 
s . 1 2 2, n—l n—1 NI 
FREIEM ear Te ed 2— Foes 
m+2 m+3 MN 
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Die eingeklammerte Summe convergirt. was gerade so gezeigt wird, wie 


für S, und Lim. P,—0, weil g negativ angenommen worden; folglich 
N= 
wird auch (1—)S,, und, wenn nicht 1 — x= 0, auch S,, convergiren. 


Die Summe (A) convergirt also stets, wenn g = 0, und nicht x = 1 ist. 
Wenn aber x= 1, so hat man 


(m+n H1)P,_,-m.P 


ee ee 0, 
S++ At + B= FES es à 


wie sich unmittelbar aus der im Vorhergehenden gefundenen Formel 
‘ für die Summe p+ p+ +++ +P, ergiebt, wenn man in derselben 
g+hi für g und n+ 1 statt n setzt. Es wird daher, wofern nicht etwa 
g =— 1 und zugleich h = 0 ist, 8, convergiren, wenn sich (m+n +1) Payı 
bei beständig zunehmendem Werte von n einer bestimmten Grenze 
nähert. Dies kann, da 


(m+n-+1)P n+l _ (1 ae g+hi Er aay it 1+ "+ =). 
(m+n)P, m+1 
S pele a a 
n i 


ist, nur geschehen, wenn g+1 < 0 ist, indem der Fall g+1=0,h=0 
ausgeschlossen ist. 
Ist g+1=0 und h=0, so ist die Divergenz der Summe 


P+ P+ +++ +P, bereits im Vorhergehenden bewiesen. 
Folglich convergirt, wofern x = 1 ist, die Summe (A) nur, gleich- 
zeitig mit der Summe (B), wenn g < — 1 ist. 


Wenn g=—1undh=0, so bleibt der Werth von (m+n+1) P .ı 
nach (Art. VI.) zwar IR ra: nähert sich aber keiner nen 
Grenze. Dasselbe gilt also auch von S,, und von der Summe (A). 

Wenn endlich g > — 1, also g+ 1> 0 ist, so wird der Werth von 
(m+n-+1)P,,, unendlich gross für n—oo. Mithin divergirt in diesem 
Falle S,, und auch die Summe (A). 

Damit ist der aufgestellte Satz in allen seinen Theilen erwiesen. 

Anmerkung 1. Setzt man statt «,, den in der Anm. zu (Art. VI) ge- 


v 


U 
gebenen Ausdruck wu, = - 


= “___ so ist leicht zu sehen, dass die 
me ni tith ; 
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Summe (A) gleichzeitig mit der folgenden: 


2 4 3 n 
x i 
beet aeea Steet Seas 
og +h ggthi ni 


convergirt, schwankt, oder divergirt. 

Anm. 2. Die Sätze V bis VII stimmen, wenn man den in ihnen 
vorkommenden Grössen nur reelle Werthe beilegt, im Wesentlichen mit 
denen überein, welche Gauss in der Abhandlung „Disquisitiones gene- 
rales eirca seriem infinitam“ 


a ap 4 a(a -+ “BB+ 1) 


H= "4 
s 2y +1) 


begründet hat. Mit der hier gegebenen Erweiterung dienen sie für eine 
grosse Menge von unendlichen Reihen, die in der Analysis vorkommen, 
zur Entscheidung über die Convergenz oder Divergenz derselben. Aus 
diesem Grunde habe ich sie ausführlicher entwickelt, als gerade für den 
nächsten Zweck nöthig gewesen wäre. Übrigens würden sie sich ohne 
Mühe noch bedeutend verallgemeinern lassen. 


6. 


Jetzt zurückkehrend zu der Gleichung (43) des § 4, gebe ich, da 


Lim. = + na)” = id 
n =co ma) 
und 
; (u, -i Ka)" wes ulu + x)(u +28). Ex „(u+ -(n-1)&) ie 
(w-+-yx, +2)" (u+ ya(u + yt +a)... (u + (y+ n=1)æ) 
u u 
TEPE EE, 
 A+y ; + ss UFYEN 
AEE... 0+ 
ist, indem ich 
(44.) n “uQ = DIE! +- 5) (1 + = = F(u,n) 


15 
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setze, derselben die Form: 


7 sc | 
(45.) (u) = fe aie \ (ut ne i: 


en" u ahh, CERTA 


Nun ist 


F(u, n) EST FARA 
Fu,n ER TEE Ge Q i u 


also convergirt F(u,n), wenn n ohne Ende zunimmt, gemäss Art. V des § 5, 
gegen eine bestimmte endliche Grenze, welchen Werth auch u haben 
mag. DBezeichnet man diese Grenze, die eine Function von u ist, durch 
Fe (u), so hat man: 


(46.) Fe (u) = Lim, nw u)(1 - >) aire (1 se < =) | ; 


oder 
(47.) Fe (u) Zi IG | P) (1 FR : 


Es erhellt aus diesen Formeln zugleich, dass Fe(w) nur ver- 
schwindet, wenn w der Null oder einer negativen ganzen Zahl gleich ist. 
Hiernach ist 


und es muss daher, der Gleichung (45) gemäss, wenn es wirklich eine 


Function f(u) giebt, die der Gleichung (41) genügt, een einer be- 


(u + ng)’ 


— 
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stimmten endlichen Grenze sich nähern, wenn n beständig zunimmt — 
° è U e 
wenigstens wofern nicht Fe (—) — 0 ist. 
= 
Bezeichnet man diese Grenze, als Function von u betrachtet, durch 
(mw), so muss 


(48.) b(u-+x) = blu) 


sein, da 
Lim fu+n«) _ m. [e+ + nx) 


y Y 
n= (u+ niż) en a -£4 Er 


ist, und es ergiebt sich 


(49.) fu)=x BER. SE b(n). 


Umgekehrt lässt sich nun erweisen, dass jede Function von u, welche 
durch diese Formel dargestellt wird, wenn nur }(w) die in der Glei- 
chung (48) ausgesprochene Eigenschaft hat, der Gleichung (41) genügt.*) 
Denn es ist 


te ah cate 1 (w+1)ue+2)..... (u+ n) _U+N p 
REN ne A pee (ys | E 
woraus für n = oo, 
(50.) Fe (u) = u Fe (u +1) 
folgt. Mithin ist 
Fe G m ut ye 
f(u + x)= x” - = = b (u +- x) = -ya fu), 
e (- +1 
(+ y 
oder 
fu + x) — f(u) _ ya 
2 % 


welches die Gleichung (41) ist. 


*) Es ist zu bemerken, dass bei der Herleitung der Formel (49) die Grössen a, y 
als Constanten betrachtet worden sind und deshalb }(w) anzusehen ist als eine von u 
und von x,y abhängende Grösse, die, als Function von u betrachtet, der Gleichung (48) 


genügt. 
15* 
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Um nun die Function $ (u) zweckmässig zu bestimmen, kann man 
. . ad . . q, . 
die Forderung stellen, es solle, sowie für die Function (u, +x), falls y eine 
ganze Zahl ist, die Gleichung 


y 
£ I aan T 1 
Lim, tne, +e) _ 3 


A na)" 
gilt, der Function f(u) für jeden Werth von y die durch die Gleichung 


futna) | iY 


(w+ na) 


ausgesprochene Eigenschaft zukommen. 
. Y ees 
Dann muss nach dem Vorhergehenden (a) = 1° sein und somit f(u) 
durch die Formel 


C51.) Az 


definirt werden. 
Nun ist (in § 2) mittels der beiden, aus (50) und (46) folgenden 
Gleichungen 


(52.) Fe (uw) = u(u-+1)..... (u+n—1) Fe(u + n) 
(53.) Fe{t)=4 
gezeigt worden, dass 


( _ —Ur } 
5 Lim hey Fe(n) | 
me) n=co | Fe(w +n) \ 


ist; wobei zu bemerken, dass hier, wie auch in (46) 


u" log’n 
1.2 


u —ulogy 
ae =. 5# = 1—ulogn 


zu setzen ist, unter der Bedingung, dass von den verschiedenen Werthen 
von logn der reelle genommen werde, so dass also Fe (u) eine eindeutige 
Function von w ist, 
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Hiernach ist, wenn man jetzt für die durch die Gleichung (51) defi- 


nirte Function f(u) die Bezeichnung (u,-+x)” einführt, 


| bg Mee y tt 
: y i I ; 
(u+ng +2) (ma) In Een AEE, "Fe(n) \. 
a DEREN TER 5 
U--NE) (i na "|r ATA Be C 0 | 
( Y |F (C eytn) (tn) 


mithin ist für jeden Werth von y in der That: 


(55.) Lim. ) (Una, 4 nz, ta) ea 


FED na)” 


Hinsichtlich der Function Fe (u) ist noch zu bemerken, dass sie 


durch die Gleichungen (50), (53), (54) vollständig bestimmt wird. Denn 


aus (50) und (53) folgt 
KR ulu Ee oss (u+n-1) Fe (n) 
Fe (a) = = 7 F 
Si Paice ass (n —1) Fen- u) 
woraus sich mittels (54) die Formel (46) ergiebt. 
Durch das Vorstehende sind also jetzt folgende Resultate erlangt. 
I. Es giebt eine, und zwar nur eine, für alle Werthe der 
(Grösse  definirte, eindeutige und 


unbeschränkt veränderlichen 
von u unendlich gross werdende 


für keinen endlichen Werth 
Function Fe (u), welche die in den Gleichungen 


Fe (u) = u Fe (u -+ 1) 


| 
fee) | Fe) =1, 
ov. ; 
| Lin.” "Fr (n) = 1 


— N==00 Fi (u- 4 n)\ 


ausgesprochenen Eigenschaften hat und durch die Formel 


ou] Kell 


dargestellt wird. 
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II. Esgiebt eine, und zwar nur eine, von drei unbeschränkt 
veränderlichen Argumenten, der Basis u, der Differenz x und 


dem Exponenten y, abhängige und durch (u, +x)” bezeichnete 
Function, welche der Gleichung 


: A(u,+ x)" yx 
(57.) y >: ; 
u,+%) u 


in der sich das Zeichen A auf « bezieht und Au = x zu nehmen ist, 
genügt, und zugleich die in der Formel 


y 
= ; u+ng, Hx Y 
(58. } Lim. ois Med | — |”, 


Y 
m=cof (u-+nax) \ 


wo n eine positive ganze Zahl bedeutet, ausgesprochene 
Eigenschaft besitzt. ‘Ihr allgemeiner Ausdruck ist 


u 
(59.) (u, +a) = xI ET u ; 
Fe Et 
e(z t9) 
oder 
&=-+00 7 t y + a 
0. Be ee We oo AA Fedar, WFN: 
(60.) (u, i w) a ut ya I i 6 07 ) uw + (y+ a)ax 


Aus der Formel (59) ergeben sich dann, wie in § 1 gezeigt worden, 
für (u, +æ)” die Grundgleichungen 


Yy+k__ 


WER - 
(u, +2) 4(u yx, Fg), 


(61.) (u, +x) 


e ay a en IE 
(u+ly-k)x, +2) 


(63.) (ku, +kx)” = k” (u, +2)°, 
(64.) (u, +2) =u, 
aus welehen sich nun eine Reihe anderer herleiten lässt, z. B. 


(65.) (u, +2)°=1, 


(66.) EE Pee REEE 
(u — yx, +2)” 
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und insbesondere, wenn y eine positive ganze Zahl ist, 


(67.) (uw. Pe u(u + au 42a) ..... (u+ (y — Ve) 
ne 000 — 
er) one (wu — zu —2r) ..... (u — yx) 


Ferner, wenn y, v, w beliebige Grössen bedeuten, 


t “ v 
y ( \” 

i Y. pty +e 
(69) (+2) =(—) EN 


(v, +w) 


u. s. w. (Vgl. Crelle’s „Mémoire sur la theorie des puissances, des 
fonctions angulaires et des facultés analytiques“‘). 

Ich bemerke noch, dass die Formel (43), welche aus der Bestimmungs- 
gleichung (57) folgt, mittels der anderen (58) unmittelbar zu dem Ausdrucke 


von (u, +x)” in der Form des unendlichen Products (Hd führt, dessen 


Convergenz nach dem Satze (Art. V. § 5) feststelit, sobald nieht x ty Null 
JI 


, . ° u z 
oder eine negative ganze Zahl ist. Ist aber Er aay (unter m eine 


ganze positive Zahl, Null eingeschlossen, verstanden), so folgt aus (69), 
wenn man v = 1, w = 1 setzt: 


Ya ER 
y £ m h 
(wu, + x)" = ( wo, ; 
i —m—l < A e 1 
da nun, nach (66), (1,-+1) = 00 ist, so sicht man, dass die Form T’ 


welche in diesem Falle das Product (60) annimmt, durch die Natur der 
Function («,—x)” gefordert wird. 

Nachdem auf die angegebene Weise eine Definition der Facultit (w, + x)” 
gefunden ist, die nicht mehr Bestimmungen enthält, als nöthig sind, 
und die alsbald zu einem allgemeinen Ausdrucke, sowie zu den wichtigsten 
Eigenschaften der Function führt, gelangt man auf einem ganz ähnlichen 


A ss \ 4 . 
Wege zu der anderen Facultiiten-Form (1, — x)”; worunter, um wiederholt 


daran zu erinnern, nicht (#, +(—a))? verstanden werden soll. 
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Sie wird nämlich durch die beiden Gleichungen 


’ 


| Au,— x)? die. ee 


\¥ u 
| (4, — x) 
(70.) 
pn bay aa te 
Dic os 
mate (u+nz)’ | 
definirt, wo aber jetzt Au = — x zu setzen ist. 


Dann folgt aus der ersten dieser Gleichungen 


(u-x,—2)’ —(u, —2x)” ya 
(u, — 2)? y 

y y 
(u—x,—x) = sd x) 


und hieraus, wenn man u-+x statt u setzt: 


_WHU- NE 


= (u+ x, ay, 


(u, — a = 


> welche Gleichung zu der folgenden: 


4 
(u, =x)" 
CE eee). vr a Sy ee 
U+ x U+ 2x una 


/ u E A ff u we Ms U hae x 
= +1—2 JU l = re an 1+ ia ‘) ced ae {a+ = su - 4 
x Y 1 w—1. 


matt: “ante = —(u+ na, ae 
- + ae ei 
(33) ee er has ae 
X \ 1 


führt. Setzt man statt (u+næ, —x)” 


u 
Fr BE 5 = 
y (wna, BEN. x ( NE ) : 
U - 
(w+ na) poet oie +n +; 
ig 
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und dann n = co, so erhält man, gemäss (70) und (46): 


oder auch 


233 


1 att 
(72.) (u, = a ce 


aera u (a+1—y)x 
Ge y u +(&- l 1y 


| 


Zugleich lässt sich aus der Formel (71) mittels der Eigenschaften 
der Function Fe (u) ohne Weiteres beweisen, dass die durch dieselbe aus- 


gedrückte Function (u,—x)” wirklich die in den Gleichungen (70) aus- 


gesprochenen Eigenschaften hat. 


Es ergeben sich dann aus (71) für (u,— x)” die Grundgleichungen: 


y+k y k 
(73.) (u,—x) =(u,—ax) (U—yx,—Z), 
—k EPPO (u, =) 2) 


(u—(y—k)x, — a 


(74.) (u,—a)” 
(75.) (k oe ied ka)” de 4 ( U, = x)’, 
(76.) (u, =x) =U; 

aus denen wieder die folgenden: 


0 
(7) Qay) =1, 


1 


(78) W- 332 ER 


(w+ aa 


und insbesondere, wenn y eine positive ganze Zahl ist, 


(79.)) = (M, En = w(u— x) (u—28)..... (n—-(y-)e), 


; a 9 = —— Sen san a eg 
re Te (u+z2)(u+22)..... (w+ ya) ’ 
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sowie, wenn y,v, wv beliebige Grössen bedeuten, 


A "x : y 
«s1.) (1, +x) cere ae 
w = 


(v,—w) 
u. s. w. hergeleitet werden*). Ferner hat man: 


y i 
(u,—x) = (u + — yL- 2 hex. ff 
(t+ 2,-+ xz) * 


(82.) 
y 4 
|. +g) = lu—zr+yx,4 ow l 


(U--2,>-2 "4 


Setzt man endlich in (59) u=x=1, und w—1 für y, so findet sich 


(83.) Fe(u) = — a 
‚+1) 


und wenn man in (71) u=0,x=1 und — u+ 1 statt y setzt: 


(84.) Fe (u) = (0,—1) 


so dass also die Factorielle Fe (u) selbst eine Facultät ist. 


i. 


Es ist oben angegeben worden, dass sich die Function Fe (w) nach 
ganzen positiven Potenzen von u in eine beständig, d. h. für alle reellen 
und imaginären Werthe von u convergirende Reihe entwickeln lasse; sowie, 
dass die Reihe, in welche man die Facultät (u,-+:x)” nach steigenden 
Potenzen der Differenz æ entwickeln kann, niemals convergirt, wenn y 
keine ganze Zahl ist. Es erscheint mir nicht unangemessen, auf die Recht- 
fertigung beider Behauptungen näher einzugehen. 


*) Es ist hierbei zu bemerken, dass, obwohi (u, =a)" nicht gleich (u, + (—2))” 
ist, gleichwohl alle Gleichungen, die ohne Zuziehung der zweiten ean (70) aus den 
Gleichungen (73—76) folgen, aus den entsprechenden für (u, +2)" durch Verwandlung 
von x in (— x) sich ergeben. 


http://rein.org.pl 


Über die Theorie der analytischen Faeultäten. 235 


Zu dem Ende stelle ich noch einige Sätze über die Convergenz 
der unendlichen Reihen zusammen, welche hier, sowie auch im Folgenden, 
zur Anwendung kommen. 

1) Hat man eine unenliche Reihe von der Form 


ee, 


hat, wo x,y,... veränderliche Grössen sind und «,ß,... ganze 
Zahlen, von denen jede, unabhängig von den andern, alle Werthe 
von 0 bis + co durchläuft, und es bleiben die absoluten Beträge 
der Glieder der Reihe, wie gross auch «,ß,... werden mögen, 
sämmtlich kleiner als eine angebbare Grösse, wenn für x,y, ... be- 
stimmte Werthe x,,y,,... gesetzt werden; so convergirt die Reihe 
für alle Werthe von «,y,..., die ihrem absoluten Betrage nach 
beziehlich kleiner als x,,y,,... sind, und zwar unbedingt.*) 
Bezeichnet man nämlich die absoluten Beträge von 


aap, er x, Y, LET E Xo Yoo eek 
durch 
Ag: RT ae Vanes 


so lässt sich, der Voraussetzung nach, eine (positive) Grösse G angeben, 
die grösser ist als 


A 


a B 
CBs So ye 


welche Werthe auch «, ß,... haben mögen. Alsdann ist der absolute Be- 


trag von a, Kleiner als @&, nd also der absolute Betrag von 


Ging. Y P .. kleiner als Gs. he P ...., und daher die Summe von 


beliebig vielen Gliedern der betrachteten Reihe dem absoluten Betrage 
nach kleiner als 


Day... un 22 
BB. 


wofern E<§&, 7<%,, -.., wodurch der aufgestellte Satz erwiesen ist. 


*) Eine Reihe soll unbedingt convergent genannt werden, wenn sie bei jeder be- 
liebigen Anordnung ihrer Glieder convergirt. Dazu ist erforderlich und hinreichend, 
dass die Reihe der absoluten Beträge ihrer Glieder eine endliche Summe habe. 
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2) Es seien die Glieder einer unendlichen Reihe 


Functionen beliebig vieler Veränderlichen x,%,.... die sich nach 
ganzen positiven Potenzen von æ,y,... in Reihen entwickeln 
lassen. Ferner sollen db 'd",..... diejenigen Reihen bezeichnen, 
in welche die Reihen-Ausdrücke von 9.¢',9",..... dadurch über- 
gehen, dass jeder Coéfficient derselben durch seinen absoluten 
Betrag ersetzt wird. 

Wenn nun für bestimmte positive Werthe ¢,%,,... Von X,Y, +. 
jede einzelne der Reihen i abe und ebenso ihre Summe 


a ! a) | a RT 
convergirt, so convergirt auch die Summe 


EWR 


für alle Werthe von x,y,..., die ihrem absoluten Betrage nach nicht 
grösser als beziehlich &,,%,... sind. Bezeichnet man in den Reihen- 
Ausdrücken von 9,9',9¢",..... die Coéfficienten von x*y®... be- 


j i » an j " F “J f 
ziehlich durch a, g... Aa B.r Cag.. und setzt 
' " 
DGG Te S Age. i 


so hat jede der Grössen A, ş einen endlichen Werth, und 
es ist für die genannten Werthe von z,y,... die Reihe 


DA, ee 
nicht nur convergent, sondern auch gleich der Summe 


Y- + p+ atte 


Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar aus dem vorhergehenden und 
aus dem Begriffe einer unbedingt convergenten Reihe. 
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3) Wenn von den beiden Reihen 
p T a ty? . 


sda bA ay? . 


jede für alle Werthe von x,y,..., die dem absoluten Be- 


trage nach kleiner als beziehlich §.7,,... sind, convergirt, 
so ergiebt sich aus dem vorhergehenden Satze, dass auch die 


Reihen 


Alan: 
lass; 4 Ba. De are 
dar gr. Dean gn vty? ...), (a'¥a"=a, B'+8"=8, ...) 


für dieselben Werthe von x, y,... convergent sind, und beziehlich 
die Summe, die Differenz und das Product von p und ¢, darstellen. 

Daraus ergiebt sich, als weitere Folgerung: 

4) Wenn 9,9, Pa +... beliebig viele Functionen von z,%,... sind, 
die sich nach ganzen positiven Potenzen dieser Grössen in Reihen 
entwickeln lassen, und F ist eine ganze rationale Function 
VON P,P Pay- SO ist die Reihe, welche aus F durch Sub- 
stitution jener Reihen für p,p, Pp... und durch formelle Ent- 
wickelung nach Potenzen von «a,y,... hervorgeht, stets un- 
bedingt convergent und ihre Summe gleich F für alle 
diejenigen Werthe von w,y,..., für welche die Entwickelungen 
VDE Dia Porere sämmtlich unbedingt convergiren. 

5) Ist aber F eine Function von ¢,¢,,9,,-----, die sich in eine un- 
endliche Reihe 


Ds Cab ys. Serer ETTA 


entwickeln lässt, und man setzt statt 9,9,,9,,....- Ihre Reihen- 
Ausdrücke, so gelten hinsichtlich der Convergenz der Reihe, 
die man aus der vorstehenden durch Entwickelung derselben nach 
Potenzen von x,y, ... erhält, folgende Bestimmungen. 

A) Es convergire die ursprüngliche Reihe für F, sobald P,P, Pp ..-+- 
ihrem absoluten Betrage nach kleiner sind als beziehlich p, p, Po, + --+- 
und es seien ,Y,,),, ..... die Reihen, in welche 9, P}, Po, ..... Über- 
gehen, wenn man jeden Coöfficienten der letzteren durch seinen 
absoluten Betrag ersetzt; ferner sei f(x, y,.:.) die Reihe, in 
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welche F-durch die angegebene Substitution übergeht, und &,n, ... 
seien wieder die absoluten Beträge von x,y, ... ; alsdann convergirt 
f(a, y,...) und es besteht die Gleichung 


FS, 91) Po . ) = f(x,y, «-.) 
jedenfalls für alle Werthe von x,y, ..., die den Bedingungen 


MEISTE IE nn 
Genüge leisten. Wenn daher p(0,0,...), p (0,0,...), P0, 0, e), +...» 
ihrem absoluten Betrage nach kleiner als beziehlich p,p}, Ps -++ 
sind, so wird die Reihe f(x,y, ...) wenigstens für ale Werthe von 
“,Y, ».., deren absolute Beträge gewisse Grenzen nicht über- 
schreiten, convergiren. 

B) Convergirt die Reihe, in welche F nach Potenzen von 
P,P Po... entwickelt werden kann, für alle Werthe dieser 
Grössen, so convergirt die Reihe f(x,y,...) und es besteht die 
Gleichung 


f(x,y, isa) = F(9, Pi Po rates hay ) 


für alle diejenigen Werthe von x,y,..., für welche die Reihen- 
Entwickelungen von 9,9, 9 +++: sämmtlich unbedingt convergiren. 

Anm. Es ist wohl zu bemerken, dass die vorstehenden Sätze (2—5) 
nicht unbedingt umgekehrt werden dürfen; man darf also z. B. nicht be- 
haupten, in dem zuletzt betrachteten Falle convergire f(x,y,...) nur 
für solche Werthe von a,y,..., für welche die Entwickelungen von 
Pi Pore eni sämmtlich convergiren. Die Sätze geben daher, obgleich sie 
sich ‘bei vielen Untersuchungen nützlich erweisen, keineswegs die wahren 
Kriterien, nach welchen über die Convergenz von Reihen, die nach ganzen 
positiven Potenzen einer oder mehrerer Veränderlichen fortschreiten, 
entschieden werden kann. Diese Kriterien müssen vielmehr aus einer 
andern Quelle abgeleitet werden; wie ich dies bei einer andern Ge- 
legenheit zu zeigen gedenke. 

Ich betrachte jetzt, um den ersten der oben angegebenen Sätze zu 
beweisen, die Function Fc (u), und beschränke die Veränderlichkeit von 
« zunächst auf solche Werthe, deren absoluter Betrag kleiner als eine 
beliebig angenommene ganze positive Zahl m ist, 
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Man hat 


et STE ey = “haa = u ey 
BOTT (G5) 0+ eT Gat) 
Setzt man nun 
q= = -4 ( UW | e | F 
Il G ( p = 7 Ken a (1 er ve = p(u, m) 
so ist 
a= +00 


a=0 


a= -+00 | q= EN ae u) | 
a=0 E= a(x = m) 


Es sei ferner 


und 


so dass p(t) aus der Reihe p,(u) dadurch hervorgeht, dass man in dieser 
jeden Coöfficienten durch seinen absoluten Betrag ersetzt. Dann wird 
sich nach dem zweiten der vorstehenden Sätze 


log p(u, m) = P, (4) + p u) +» PER 


nach Potenzen von w in eine convergirende Reihe entwickeln lassen, wenn 
die Summe 


a—=-+co a= -+00 (=+00 


>$ palu) = > > PL: eeu. š 


a=0 a=2 a(m + &) 


für jeden positiven Werth von u, der kleiner als m ist, einen endlichen 
“ Werth hat. Dies ist in der That der Fall. 
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Es ist nämlich 
= ( res a ae (1 By ’ 
a—0 (m + &) m T en 
und wenn man in der letzteren Summe das (n+1)te Glied durch ¢, 
bezeichnet: 


tn (1 K =] (1 4 = Di f a 


also wenn 


gesetzt wird, für a>1 nach (§ 5 VII, 2) są eine endliche Grösse, die 
abnimmt, wenn a wächst; woraus, da 


aa ra ei (n° u)s 
d ` a e g « a 

2 Ya) = i 

a=0 q=: am 


ist, das Behauptete unmittelbar folgt. 
Nach dem fünften der obigen Sätze (Art. B.) lässt sich nun von 
den beiden Factoren, in die Fe (wu) zerlegt ist, der zweite, welcher gleich 


. oe P! u, m) 
ist, nach ganzen positiven Potenzen von « in eine Reihe entwickeln, die 
sicher für jeden der betrachteten Werthe von u convergirt; der erste 
Factor aber ist durch eine beständig convergirende Reihe von derselben 
Form darstellbar. Es ergiebt sich also, nach dem dritten der angeführten 
Sätze, für Fe (u) eine nach ganzen positiven Potenzen von u fortschreitende 
Reihe, welche jedenfalls convergirt, wenn der absolute Betrag von u 
kleiner als m ist. Die Coéfficienten dieser Reihe sind aber von m un- 
abhängig; da man nun diese Zahl beliebig gross annehmen kann, so muss 
die in Rede stehende Reihe für jeden endlichen Werth von « convergiren; 
w. z.b. w. 

Was den zweiten der obigen Sätze angeht, so bemerke ich zunächst 
Folgendes. 
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Wenn y eine positive ganze Zahl ist, so kann die Facultät (u, +a)” 
in eine endliche Reihe von der Form 


r 2 

1 x x 
NY) +, st 

U U 


entwickelt werden, wo sich die Coéfficienten (y), (y),,... als ganze 
Functionen von y darstellen lassen. Nimmt man für y eine beliebige 
Grösse an, so verwandelt sich die vorstehende Formel in eine unendliche 
Reihe. Ist y eine negative ganze Zahl, so lässt sich leicht zeigen, dass 
diese Reihe für alle Werthe von «,x, bei denen der absolute Betrag 


von z unter einer bestimmten, von y abhängigen Grenze liegt, convergirt 


und ebenfalls gleich (u, - ax)! ist. Man hat nun angenommen, dies miisse 
auch für nicht ganzzahlige Werthe von y der Fall sein, und es hat 
namentlich Ottinger in der oben (8. 189) angeführten Abhandlung bei 
seinen Deductionen die in Rede stehende Reihe vielfach benutzt. Aus 
den nachstehenden Betrachtungen erhelit indessen, dass die Reihe, wofern 
y keine ganze Zahl ist, niemals convergirt, welche Werthe man auch 
den Grössen u, x, beilegen möge. 
Wenn eine Reihe von der Form 


a=-+co 
Q= — o0 


wo « eine veränderliche ganze Zahl bedeutet, für jeden Werth von a, 
dessen absoluter Betrag zwischen zwei Grenzen a und b liegt, convergirt, 
so giebt es, wofern man x auf irgend einen, ganz innerhalb des Convergenz- 
gebietes der Reihe liegenden Bereich beschränkt, in demselben stets nur 
eine endliche Anzahl von Werthen, für welche die Reihe den Werth Null 
annimmt. Der strenge Beweis dieses Satzes, von dem man bei manchen 
Untersuchungen Gebrauch machen kann, lässt sich aus den oben auf- 
gestellten Convergenz-Sätzen ableiten; was ich jedoch hier der Kürze 
wegen übergehe. 

Dies vorausgesetzt, werde in der obigen Reihe (was unbeschadet der 
Allgemeinheit geschehen kann) x =1 gesetzt, für y irgend ein bestimmter 
Werth angenommen, und unter « zunächst eine positive reelle Grösse 


verstanden. Angenommen nun, die Reihe convergire für irgend einen 
16 
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bestimmten Werth u, von w, so wird dies auch für jeden grösseren Werth 
der Fall sein und es ist unter der Bedingung, dass u zwischen den Grenzen 


. : 4 
o und + co angenommen und bei der Bestimmung der Potenz u” dem 
Logarithmus von w sein reeller Werth beigelegt werde, ° 


U 


p(w) = u” fi + un | 


eine eindeutige und continuirliche Function der Grösse u. 
Wenn y eine ganze positive Zahl ist, so hat man 


also 


(u+ y) luty) u yu 4 22 —% IQ +1)” (y) (w+ T = ; 


Entwickelt man, y als eine unbestimmte Grösse betrachtend, beide Seiten 
dieser Gleichung in Reihen, die nach fallenden Potenzen von w fortschreiten, 
so müssen die Coéfficienten der einen Reihe den gleichstelligen der anderen 
Reihe für alle positiven ganzzahligen Werthe von y gleich sein; woraus 
folgt, dass sie identisch einander gleich sein werden, weil sie nämlich 
sämmtlich ganze rationale Functionen von y sind. (In der That ge- 
langt man, wenn man die angedeutete Rechnung ausführt, zu den be- 
kannten Ausdrücken von (y),, (Y)» Ee Mithin muss die in der vor- 
stehenden Gleichung ausgesprochene Relation 


(u + 1) = —— (u) 


U 


gelten, sobald nur die genannten Reihen beide convergiren; was bei den 
obigen Annahmen sicher der Fall ist, wenn u nicht nur > «,, sondern 
auch >1 ist. 

Aus dieser Relation ergiebt sich, wenn m eine beliebige positive 
ganze Zahl bezeichnet, 


RR RER i 
WE), w+y+tn-ı)? 


(u) = (w+ n) 
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oder, wenn F(u,n) dieselbe Bedeutung hat wie im Anfange des § 6, 


? 
F(u,n urn 
ee -i 
F(u +y, n) (u +n) 
Es ist aber 
Lim. en Be À 
n= (u + n)” 
und daher (§ 6, Gleichung 46) 
RE ww 
p(w) ua 
wenigstens für jeden Werth von u, der > u, und zugleich > 1 ist. 
Aus dieser Gleichung folgt, wenn man 
p u) =1-+ (y) toh Be Wow + : 
setzt, 
EN one cs Fe (uy Yio? dg) 
Few du Fe (u + y) du Me a) chat 
d (u) 
p (Fe pa ace Feta i ae Fe (u) Fe (w+ n” Pl + ie u, 


Der Ausdruck auf der linken Seite der letzten Gleichung lässt sich 
nun in eine nach ganzen (positiven und negativen) Potenzen von « fort- 
schreitende Reihe entwickeln, welche jedenfalls convergirt, wenn der 
absolute Betrag von u grösser als u, ist; die Coéfficienten dieser Reihe 
müssen aber, da die Gleichung für jeden zwischen bestimmten Grenzen 
liegenden reellen Werth von « gilt, nach dem oben angeführten Hülfs- 
satze sämmtlich gleich Null sein. 

Daraus folgt, dass die vorstehende Gleichung für jeden 
(reellen oder complexen) Werth von «, dessen absoluter Betrag 
grösser als u, ist, besteht. Dies ist aber nur möglich, wenn y eine ganze 
Zahl ist. Nimmt man nämlich eine ganze positive Zahl n, die > t ist, 
s an, dass ọ,(— n) einen von Null verschiedenen Werth erhält, und 
setzt w—— n, so reducirt sich die linke Seite der Gleichung auf 


d Fe (u) 
¢,(—n) Fe (—n op iz ) 


vn 
16* 
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und dies Product hat stets einen von Null verschiedenen Werth, wenn 
y keine ganze Zahl ist. 
Hiernach ist die Annahme, dass die Reihe 


uw? {1 + (y),w (Wut), 


wenn der Grösse y ein nicht ganzzahliger Werth beigelegt wird, für 
irgend einen endlichen Werth von u convergire, unstatthaft. 

Damit soll jedoch keineswegs behauptet werden, dass die Differenz 
zwischen (vw, --1)” und der Summe mehrerer der ersten Glieder der vor- 
stehenden Reihe, wenn «u ohne Ende wächst, nicht kleiner werden könne, 
als jede gegebene Grösse. Indessen leuchtet ein, dass sich aus der in Rede 
stehenden Reihe hinsichtlich der Facultät (u, +x)”, namentlich was das Ver- 
halten derselben betrifft, wenn der Quotient = unendlich klein wird, ohne 


Betrachtung des Ergänzungsgliedes, welches der Reihe hinzuzufügen ist, 
sobald man sie mit irgend einem Gliede abbricht, durchaus keine sicheren 
Schlüsse ziehen lassen. Ein brauchbarer Ausdruck für dieses Ergänzungs- 
glied dürfte sich aber nur mit Schwierigkeit ermitteln lassen. 


8. 


Ich gehe jetzt zu den Entwickelungen von 


(u+k, x)” und (u+k,-- 2)”, 


sowie von 


log(u, +x)” und log(u, — £)” 


über, welche in dem erwälinten Crelle’schen „Mémoire“ aus der 
daselbst als allgemeine Taylor’sche Reihe aufgestellten Entwickelungs- 
formel hergeleitet worden sind. In der Gestalt, wie diese Entwickel- 
ungen dort gegeben sind, ist ihre Richtigkeit ausser Frage, indem sie 
identische Umgestaltungen der darzustellenden Functionen sind, und 
dem allgemeinen nten Gliede jedesmal der ergänzende Rest beigefügt ist. 
Anwendbar sind sie jedoch nur, insofern sich dieses Ergänzungsglied 
der Grenze Null nähert, wenn » ohne Ende zunimmt. Ob dies der 
Fall sei, lässt sich in den meisten Fällen aus der Betrachtung des 
Ergänzungsgliedes selbst nur schwer erkennen, (es dürfte vielleicht 
möglich sein, den in Rede stehenden Rest durch ein bestimmtes In- 
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tegral auszudrücken, welches eine leichtere Beurtheilung seines Betrages 
zuliesse), indem der am angeführten Orte zu diesem Zwecke aufgestellte 
Satz, wie es von dem Verfasser selbst in einer späteren Abhandlung über 
denselben Gegenstand bemerkt worden ist, nur dann gilt, wenn die Reihe 
mit irgend einem Gliede abbricht. Aus dem blossen Umstande aber, 
dass die Summe der n ersten Glieder, wenn n ohne Ende wächst, sich einer 
bestimmten endlichen Grenze nähert, lässt sich bei einer Reihe von dieser 
Form nicht schliessen, dass sie der zu entwickelnden Grösse gleich 
sei. Denn gesetzt, es bestehe für eine bestimmte Function F(x) und für 
alle einem gewissen continuirlichen Bereiche angehörigen Werthe von «æ 
und «+k wirklich die Gleichung 


F(a--k) = F(a) si ne) 4 zo, 


vl la ar a” 


wo « eine Constante bedeutet und Ax 
der Bedingung 

p(x + a) = v(x) 
genügende Function und 


F, (2)= Ya) Fla), 


Dann convergirt, indem 
Y v 
A F (x)= v(x) A F(x) 
ist, für die genannten Werthe von x und x+ k auch die Reihe 


wen (ky a) AF(e)) 


F (æ) + Ja 


vl Gt a 


y 3 


dieselbe ist aber gleich (a) F(x-+k), also nur dann gleich F (+F), 
wenn 


York) = 4) 


ist, was bei einem bestimmten Werthe von æ nicht für alle einem con- 
tinuirlichen Bereiche angehörigen Werthe von / stattfinden kann. 
Wenngleich hiernach die Benutzung der in Rede stehenden Ent- 
wickelungsformel in den meisten Fällen nicht ohne Schwierigkeit ist, so 
bleibt sie doch jedenfalls ein treffliches Mittel, um fiir manche Functionen 
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auf einem natürlichen und directen Wege Reihen-Ausdrücke zu erlangen, 
von denen man, nachdem sie gefunden worden sind, in vielen Fällen ohne 
Schwierigkeit nachweisen kann, dass sie die zu entwickelnden Grössen 
wirklich darstellen. 

Für die Function (u, +æ)” hat DR wenn man das Zeichen A auf 
u bezieht und Au = x setzt: 


Alu, +2)’— yx fue 4 
Aber es ist 
(wa, +2)" = (u+, +2) (u, +2)” = ae 2) 
also 
(85.) Alu, +2)’ = ya(u+a, +a)" 


Durch mehrmalige Wiederholung derselben Operation folgt hieraus: 


(86.) A" (u , +2) = æ" (y, —1) (wna, + T ot : 


Aber es ist 


( i yo 
(u+nz, +2) "= (utnz, +a) "(w, +x)” = er 
fase +a)" 
also 
(87.) A “(u, +2)’ = a2"(y, —1)" — (uw, 4 xy 
(u, +2)" 


Für die Function (u, — x) Y erhält man, wenn man in der ersten Formel (70) 


(u 2, — L — (u, 0) a 
(u, ait x)? u 


w+a statt u setzt und Au =x nimmt, 


k y TAa 
Au,—x)” = Er (wt+x,—x) = ya(u, =a} i 
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woraus weiter 


n 


(88.) A" (u,- 2) = a” (y, ik (2%, - 2) 


— g” (Y, -1 \y (u,— ry 


-yr tyr x) 


folgt. 
Die angeführte Entwickelungsformel giebt nun 


(89.) (uk, x)” 


NY \ yk | uly Fr 1) k(k v x) ; i (y, 1)" (k, — x)” | | R 
£) = a 1.2 al aa al Bie CR TE 5 ee Ins 
u 2 Wat) (1,-+1)° (w, +x) 


wo R, das Ergänzungsglied bezeichnet, auf dessen Ausdruck es hier nicht 
weiter ankommt. Wenn y eine positive ganze Zahl ist, so bricht die Reihe 
mit dem (y—+1)ten Gliede ab und giebt den vollständigen Ausdruck für 
(u+k,+ x)”. In jedem andern Falle aber ist die Zahl ihrer Glieder 
unendlich. und es ist zu untersuchen: i 
erstens, unter welchen Bedingungen die Reihe dann eine endliche 
Summe habe; und 
zweitens, ob diese Summe wirklich gleich (u -+ k, +x)” sei. 
Es werde (für n=0,1,...+%) 
(y,—1)" (ka) >, 
iL Gade 


gesetzt; dann ist 


tn y—n+1 k-nı+z y-1\(. k+a\, , u+z\ 
ne gB = — 1 "e - ba (1 mt Ha (1 } Br 
t n UNE. n ner NE 


n—l 


y=-09 


Die Reihe BS t, hat daher nach dem Satze (§ 5, VII, 1) eine endliche 
vu 


Summe, sobald der reelle Theil von 


da tad 
> y 


positiv ist. 
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Nun ist, wenn = = 1 gesetzt wird, 


f y+k 
(uth ti) ytd 


(uw, +- 1)” ER (u, +1)" 


Bezeichnet man diesen Ausdruck durch ¢(w), so ergiebt sich (nach 
Gleichune 57) 
l (u+y-+ku 
plu + 1) = s (u) 
= (u + y) (u + k) ¥ 


und (nach Gleichung 58) 


Lim. g(u+n)=1 
N=-++0o 


Setzt man daher 
FH) Ba 


> | Git), ae 


= 9, (u), 


so ist zu untersuchen, ob bei bestimmten Werthen von y,k für alle die- 
jenigen Werthe von wu, für welche die Reihe convergirt, ebenfalls die 
Relation 

(u +- y+ ku t 
(u +y) (u -+ k) Fy 


p (u+ 1) = (u) 


sich ergebe. Ist dies der Fall, so hat man 


Pu +1) A pu) : 
plu) Pa) 


woraus weiter, für jeden ganzzahligen Werth von n, 


p (u+n) p (u) 
olu +n) P y(u) 


folgt. Daraus folgt, da auch Lim. ọ (u+n)=1 ist, 
N= -+00 


(u) = Pu), 
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d. h. es besteht die Gleichung 


y+k 
(90.) BU = ER 


(u,+1) ut 
yk y(y—Yk(k—1) gy Ee) .. 


u 1.2.u.(u +1) 1.2.3.0(0 + 1) (u 


für alle diejenigen Werthe von «, y, k, bei denen w-+y-+-k eine postive, 
oder auch eine complexe Grösse mit positivem reellen Theile ist. 


Wird dann = statt u und statt k gesetzt, so ergiebt sich die Richtig- 
keit der Gleichung 


(91.) o tke +0)? 
kt U DR U Du Re 
u 1.2.u(w-+ x) 1.2.3.u(u+2)(u +2) \ 


für die angegebenen Werthe von u, x, y,k, bei denen die Reihe convergirt. 
Die fragliche Relation für p, (u) lässt sich aber folgendermassen er- 
weisen. 
Es ist, wenn man in dem obigen Ausdrucke £, der Grösse æ den 
Werth 1 beilegt, 


Y=--00 
p (u) im > ty ? 
y=0 
und aus dieser Gleichung ergiebt sich 
v—=-+00 
u+l)=u), —— 
ba ( ) ut y’ 


i ; : 2 
indem sich ¢, in es t, verwandelt, wenn «+1 statt u gesetzt wird. 


Nun ist aber 


WIEN, 
vl (vifu Y 


ty gr ¥ me ur t 
uty (y—v)(k—v) H? 
also 
eer (y an ‘ut, ios vut, ee vut 
p (u+ 1) = 2 = sFr ——-))- u, 
(y—v)\(k— Si (y—v+Dk—-v+1) & (y—y+1)(k—y+1) 
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in welchem v = 0 


indem in der letzten Reihe das Glied, ist, sich auf 
Null reducirt. Es ist aber 
BER n Pa uly +1) SA uk+1) 
yY- IFD VFI) ~ (k—y(y—v+ 1) Q-Mk—-v+ 1)’ 
und daher 
> u(y +1)t vet (ke + iji 
p, (u + 1) = » Tae = = EB k k j en ’ 
ak) FD DE Vt 1) 
Ferner ist 
(v-+1)(w+y) 
(y —v)t, = > 4 T EREN 
also 
ee ba wee 1)(u4 y) ee ety A 
a ma eee” 
NS v==U ¥—(0) 
mithin 


Aber es ist 


> (i +y+k)t, — 


y — y — 
mithin 
y=-009 
y=0 
oder 


wk ty 


v(u+v~1) 


v=-+00 1 
Loo ae 


(k+ 


k—v- 1 


=(u+y+k)-— 


k—v-+1 


SY (k+1)u+ k) 
> S 
z kysi fy 


_utytk 
rae ee 


p (u). 


Vertauscht man in dieser Gleichung k und y mit einander, 


weiter: 


Y==-++50 (y en 1) t, 


y=0 


auty 
ury 


p, (u), 


y-y+l 
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so erhält man 
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und durch Verbindung beider Gleichungen, indem 


=+o< (k # 1)t, V=-++00 y+ 1)t, ug aba k 
oie Alu 
el year et 


ist, die zu beweisende Relation 


: _ A mar 
a = (u+y)(u-+k) "! plu). 


Die Formel. (90), eine der wichtigsten in der Facultäten-Lehre, findet 
sich in der oben (Seite 225) erwähnten Abhandlung von Gauss, wenn 
auch in etwas anderer Form; ich habe sie hier hergeleitet, ohne die allge- 
meinen Relationen, aus denen sie dort hervorgeht, vorauszusetzen. 

Die Reihe für (u + k, —x)” lässt sich auf ganz ähnliche Weise finden, 
noch leichter aber aus der vorhergehenden herleiten, indem nach der 
ersten Formel (82) 


(u+k,- 2)’ =(u+k-y-De, +2)? 
ist, und daher in (74) nur (u, +æ)” in (u —(y—1)x,+2)”= (u,— x)? 


zu verwandeln und in der eingeklammerten Reihe u—(y—1)a statt u 
zu setzen ist. Da nun aber, nach (73) u. (78), 


Y y 
TENE Tin nn ai EE AT E, 
RR. 
(w—(y-1)2,+2)" (u~ys+nge,— a)" 


ist, so ergiebt sich 
; = —1 a) 
(92.) (u+k,—x)’ = (u,—2)’ + y(u, — "4 a, (u, x)”  k(k—a) 


,YY— Y=?) = = =) (a ea) (e227) 4 


Dem Obigen zufolge gilt diese Reihe für alle Werthe von u, x, y, k, bei 
u—Yy—l)ae+k pee ne 


denen der reelle Theil von 
Fr ‘ 


—— +1 positiv ist. 
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Dagegen ist die von Kramp u. A. aufgestellte Gleichung 
(u+k,- SoS 3 ce Aah Ye lh yt eD, 
v=U 

zu welcher man gelangt, wenn man he auf ähnliche Weise, wie 
im Vorhergehenden entwickelt, aber Au =— 1 setzt, im Allgemeinen 
unrichtig. 

Weil nämlich 
v (a+ "(k)" 

(u+y=v I) 
0 HP)" at Ek” 


(w-+y—1,—1)¥ (i—u—y,4 +1)” 


(w+ &,-+1) 


ist, so hat in Folge der Gleichung (91), wenn in dieser 1—u—y statt u, ferner 
— k statt k und x = 1 gesetzt wird, sobald der reelle Theil von 1—u—k 
positiv ist, die Reihe auf der Rechten der vorstehenden Gleichung 
den Werth 
(u, H 1)? hs u Fr Y SE k, +1)? “Al (u, +1)” (- Bil k, <4)" ‘ 
(l= —y, +1)" (ager? 
Es ist aber*) 


Ay + 1% Fe(u) Fe (lt — w : sin (uT) 


(—u, TY Be (u +y) Fe mu. - y) ~ sin(w + yT’ 


und es ergiebt sich demnach an Stelle der obigen Gleichung die folgende: 
y= -+00 er 
(93) > \(y.- 1) Pie say” ie ke sin(ur) sin(w + k + BR ER. 


er (1-41) | TN sinury)r sin(u-+k)r 


wie dies bereits Ohm**) bemerkt hat. 
Man hat hier ein treffendes Beispiel zu dem oben Gesagten, dass, 
man beim Gebrauch der Formel 


2 the n 
: "(2 (u) k(k—Au u) (k,— Au 
F(u-+-k) == F(u) s AFU), ! Al (w) k(k Au) DEPREM i A $w 4 r sup | 
Au An 2 Au (1,+1) 


n 


Sd folge.: & 
**) System der Mathematik, Thl. 2, S. 89. 
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nicht schliessen dürfe, es sei R,=0 für n—=©o, sobald die Summe der 
n ersten Glieder bei stets wachsendem Werthe von « sich einer bestimmten 
Grenze nähert. 

Aus (91) folgt 


Ia Hk, Hg) er yy—1) k—zx y(y—1)(y—2) (k—a) (k— 2x) 
k ie rs KH € 


(u,+x)Y 1.2 w(u-+-x) 1.2.3 wu (wa) (w+ 2a) | 


F p = t “Ay si 
Nimmt man nun an, es sei der reelle Theil ——+ y positiv, und lässt 
T 


k unendlich klein werden, so ergiebt sich: 


logu; +a) y _ vWw-) z _yuy-Dy-J w% 


La. ulu- a) 1.2.3 nur) +27) a 


(94.) er 
ou u 


n Nn—1 
yr 1 (Y, — 1) dr ee, 


{> 
(i, +1)" (uw, +a) 
vy vo-) = ‚ww tg, 


Nun folgt aber aus der Formel (87), wenn man in derselben m—1 statt 
n und w+ x statt w setzt: 


n—1 ( + Y ae 
iu + 2,27% . 
a — , für Au = 2, 


a ; 
(95.) A" (u+2,+2)— (y, —1) T 
(u +- 2, +2) 
und hieraus, wenn man y= —1 setzt: 
Pay 1 = +7 1) x = 
(96.) (- -) = er eA , für Au =z; 
j (u, +a)" 


folglich ist 


y i, 
ölelt) y Yy — i) yi y(y — 1) (y --2) 
097.) "Fe CA ee ee AC )4 5 1.2.3 4 + 


„wm“ Fa EEE 
en ae 1)" CD 
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Legt man nun, bei gegebenen Werthen von æ, y, der Grösse u nur 


solche Werthe bei, für welche nicht nur der reelle Theil von “+y, 


; u ME oS : : B 
sondern auch der reelle Theil von positiv ist, so sind die Ausdrücke 
x 


auf beiden Seiten dieser Gleichung stetige Functionen von u, und man 
erhält durch Integration: 


y-) —1)(y — 2) ‚2 
log (rt, = x) y logu -ı = 5 A log a+ A Be arc logu ~ 
= ‘dl a" logu 
(1, t 1) 


in welcher Gleichung die Werthe der darin vorkommenden Logarithmen 


folgendermassen zu fixiren sind. Man bestimme den Werth von logx so, 


ylogx 


dass e gleich der in dem Ausdrucke (60.) von (u, +£)” vorkommenden 


y 


Potenz x” ist. Ferner setze man, wenn w eine Grösse ist, für welche 


è w > T 
der reelle Theil von = einen positiven Werth hat, 
w 
logw = logx + log 
g g ec 


° w \ ° . 
und lege dem Logarithmus von — dessen Hauptwerth*) bei. Dann wird 
am 
einer der Werthe von log(w,4 ax)” durch die Formel 


a= +00 
+ logu — log(w— ay) 4 > i logu xx) - log(u + (y+ax))-+-y log(1 


&=1 


(wo dem Logarithmus von 1 + . sein reeller Werth beizulegen ist) dar- 


gestellt, und dieser wird durch die Gleichung (98) gegeben, wenn man 
auch in dem Ausdrucke auf der Rechten die Werthe der Logarithmen 


logu, log(u a), log(u+2a°. . 


*) Ist Ẹ eine positive und 7 eine beliebige reelle Grösse, so ist der Hauptwerth 


von log(£+ni) gleich F log(&’+n”) + iare. tg E3) wo dem Logarithmus von (Ẹ°+%°) 


sein reeller Werth beizulegen und der Arcus zwischen — = und +> anzunehmen ist. 


http://rcin.org.pl 


Über die Theorie der analytischen Faeultäten 255 


aus denen die Glieder desselben zusammengesetzt sind, so, wie bestimmt 
worden ist, fixirt. 

Auf diese Weise definirt, sind nämlich beide Seiten der genannten 
Gleichung stetige Functionen von uw, welche der Gleichung (97) zufolge 
nur um eine von « unabhängige Grösse von einander verschieden sein 
können. 

Setzt man ferner, unter v eine ganze positive Zahl verstehend, u = va, 
so werden die Grössen 


log (u, | pe ylogu, Alogu, A logu, 


sämmtlich unendlich klein für einen unendlich grossen Werth von v; es 
muss also die genannte Grösse gleich Null sein. 
f Da 


yt+y y bd v y 
(u, +2) =(u, + xy (u+ yr, tax) = (u,+z) (w+va,+%), 


also 


Yy 
(u, + x) 


y i y 
(u, + x) = — > (u + væ, +z) 
(u + yx,+2) 


ist, und man die ganze positive Zahl v so gross annehmen kann, dass 
die reellen Theile von 


“ey und ~ 
` —+vV-+4 
d £ £ Y 


beide positiv sind, so folgt, dass die Formel (98) in allen Fällen zur 


Berechnung von (w, +x)” ausreicht. 


Aus der Gleichung (u, — a = re ergiebt sich ferner, wenn 


ta -2,+2) ` 
die reellen Theile von 


u u 
+1, und —+1-y 
r x 


3 beide positiv sind: 


(99.) log(u,— x) = ylog(u +x) eu: +D stog(u- -&)- iva a Ty log(u +2) 


ec ae ji ‘Jog (u + 2)+ ++, 
(d,+1)" 


wo wieder, wie in (97), Au =x zu setzen ist. 
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Ferner hat man 

Y 

(u,— x) 


? 


y-v y = 
(u,— x) =(u,—x) (utyx,—x2) = x 
(u-+-yx+-x, + x) 


y 
I —y oh Be yh 
(,— 2) = (u; =x) “(ut+va, — x) = Ir pi) ; 
(u+x, +x) 
also 
Yy (u+ya+zx,+:x) 
(100) (u, =x) = — — Wr 2) i 
if I a) 


und es lässt sich wieder in allen Fällen v so gross annehmen, dass die 


Formel (99) zur Berechnung von (w,—x)” benutzbar ist. 


9; 


Um eine Anwendung der im vorhergehenden Paragraphen entwickelten 
Formeln zu geben, will ich daraus die Ausdriicke der trigonometrischen 


Funetionen durch Facultäten herleiten. 
Man hat, wenn sinu =z gesetzt wird, 


3 


18 en 1.3.5 
tts aes 


1 
2 


[N 
Co) N 


A 1 1 ; 
für alle reellen Werthe von u zwischen den Grenzen — gi und + 57, diese 


selbst nicht ausgeschlossen. 
Substituirt man nun, unter m eine ganz beliebige (complexe) Grösse 


verstehend, den vorstehenden Ausdruck von w in die Reihe 


9 
2 ra € 
1 + (mi)u + (mi) Ta + (mi) 753 


und entwickelt dann die Formel nach Potenzen von z, so muss die daraus 


hervorgehende Reihe, die von der Form 


Q= -+00 Q= -+00 
E: DaD A 
2 ae pte > a, sin” u 
a=0 
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ist, in Folge des Satzes (5, B. d. § 7) ebenfalls für alle jene Werthe von 
u convergiren, und die Gleichung 


‘ y= +00 
mui - & 
e = bi Ay SIN u 
a=0 


bestehen. 


Nachdem auf diese Weise die Bedingung, unter welcher die vorstehende 
Gleichung gilt, festgestellt ist, kann man sich zur Bestimmung der 
Coeffieienten a, irgend einer passenden Methode bedienen. Man erhält z. B. 
durch zweimaliges Differentiiren der Gleichung nach w, indem 


- Q 
« &—I 
dsm U _ asin” u cosu, 
du 


BP. 
“or | 2 - 2 
d SM U — a(a—1)sin* “weos u — asin’ u, 
du 


ae Orr's 
— a(a— 1)sin™ "u — a’ sin* x 


ist, 
2 mui — a—9 2 
Be = > a„(x(@--1)sin "u — x sin”) 
a0 
a= +00 ge" ‘ 
cn oy ((a-+-2)(a@ + 1a,» Sin’ w) — = (a ta SiN“), 
a=0 a=) 
oder 
PR u. 1 ù 5 
ui 2 . 
6 = >> — (# a, — (a + 1)(@+ 2)a,,,) sin u; 
- ay M ' 
es muss also 
1 g h 
= («a,—( +1)(a-4 2) da2) =a,» (a= 0, 1,++++00) 
m 
oder 
2 2 
x — m 
a.. a= 4M 
a+3 (a+1)(&+ 2) 
sein, 


17 
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258 


Hieraus ergiebt sich (für v=0,1,:----+- ©) 


G 5 an ey 


Über die Theorie der analytischen Facultäten. 


aa, = 
(1, + 1) le + 1) 
sch (m, — 2) (m, +2)" 
(2, 7 2)"(1, al 2)" 
Er 1)” (m, — 2)” m, 
AE: 1) 
y 1 1 y 
im ns m— = 1) (— om EN = 1) 
Hoy 44 = EE 
u S +) 
vmi(m — 1, — 2) “(m+1,4 +9) 
af 08 2V-41 ’ 
(1,2) 
indem dann wirklich 
A (m— 2(v— 1) nt 9 =) _ Qv—2) -m 
ee (2y — 1) 2v (2v — 1) 2v 
a _(m— 1-20-29 FF Far -m 
Us; 2v (2y + 1) 2y (2y +1) 


ist, und durch Substitution der Reihe 


für e”" sich a= 1, a,— mi findet. Man hat daher 


y= È Piil ‘ aE i hia 
(101) Cos mu — mo ea = 


v=0 | a, +D, + == 


y= +00 ‘ ¥ y 
es > i íj” en oe Kite: a D sin” 
v=0 (1, +1) 
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u = sinu +» 


in die Reihe 


Uber die Theorie der analytischen Facultiten. 259 


y 


gioj m- m — 5 -1) Cent Ez sin?’ | 


(102.) sinmu =m >) | = i g 
vo b. (i, + 1) ‘Git ? 
mð | y m(m — 1, — 2)” (m-+1,-+ 2)” REVI | 
=p are, sin u 
= (1, + 1) 


für jeden Werth von m, und für alle diejenigen reellen Werthe von «, die 


nicht ausserhalb des Intervalls — = und + 5T liegen. 


57, und 2m statt m, so erhält man durch Ver- 


gleichung der so sich ergebenden Ausdrücke von cosmr, sinmr. mit der 


Setzt man nun u = 


Formel (90), indem man in dieser u=}, y=m,k=—m, und auch 


3 1 1 


1 
COSME = = ee? 
Gr) Gt) 
(103.) 2 
2m (>, +1) 
sin = ——_——_—— z! 


Gry" a 


oder, weil 
KENS = 23, 
1 Po 1 
m 773 7 
@,+1) =@,+0* G41) A, 
> m 
Ser 7 
(1,+1) =(1,4+1)?G,4+1) 
ist, 
EA t 
: hind, +4, +1 
(104,) sinmn = = r —____ 


+m —m 
d,+1) (d,+2) 
17* 
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260. Über die Theorie der analytischen Facultäten. 


Dividirt man. diese Gleichung durch m und setzt darauf m = 0, so ergiebt 
sich: 
1 
i e YA 2 
(105.) a Vr=0,4+0", 
und daher 


ë T 
(106.) ainme = ee 


—m +m- 
(1,4 1) je 1) 
Da (nach 83) 
m { 
1 + 1 = Sap a a 
ee Fe(1-+ m) 
ist, so erhält man aus den vorstehenden Formeln: 


(107.) sinmt = mr Fe (m + 1) Fe (1 — m) 


=T Fe (m) Fe 0 — m), 


(108.) Vr = m 
Fe (5) 
und, da 
1 m Fe © 
ate Fe (m+4 
ist: 
(109.) cosmn = tT Fe € a m) Fe G > m) 


übereinstimmend mit (107), wenn man dort m+5 statt m setzt. 


Alle diese Formeln*) gelten, xach der hier gegebenen Ableitung, für 
jeden reellen und imaginären Werth von m. 


*) Setzt man die Darstellungen von sinun, cosur in der Form unendlicher Pro- 
ducte als bekannt voraus, so ergeben sich die Formeln (107, 109) unmittelbar aus dem 
Ausdrucke von Fe (u). 
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mn 


” 


” 


an mm nm mn m mm m 


mn pp 


non 


Berichtigungen. 


19, Z. 10 ist hinter enthalten, der Zwischensatz 
in ein Glied zusammenzieht fortgefallen. 
49, Z. 6-v. u. u: statt Gy,1. 
57, Z.11, 14, 15, 16) | 
58,2. 1,3 j lies m, statt mM. 
58, Z. 3 v. u. lies m statt M, (dreimal). 
58,2. 3 v. u. lies Man kann also für m, jede ganze, nicht 
negative Zahl m nehmen, die der Bedingung genügt..... 
58, Z. 14 lies kleine positive statt kleine. 
= oo 
58, Z. 16 lies |—|<e, Je, <ë. 
ay | ver 
60, 2.13, 15 lies l, statt l, (dreimal). 
60, Z. 2 v.u lies 80 statt €s. 
- (2;6,) 
65, 2. 3,1v.u lies f(T; 6, statt M o 
12 Oya lies andere statt anderen. 
80,2. 4 lies verschiedene statt verschieden. 
83, Z. 7 lies > statt ee 
20) Jw) 
95,2. 3 lies peo, w') statt plu w,w'). 
97, Z. 2 lies 3 statt a 
116, Z. 12 lies p statt mM. 
117, Z. 13 lies 7 statt fy. 
120, Z. 14 lies A statt Àj. 
122, Z. 19 lies (Tys ...7,) statt (¢,,...¢,). 
146, Z. 5 lies %B,(¢,,...#,) statt Bolt... ty) 
159,2. 8 v.u lies Up_t 2) statt Wgt+2W,5. 
162, Z. 3 lies £, statt Zy. 
r -+1 
176, Z. 18 lies > statt . 
Y=! Y=! 
188, Z. 2v.u lies § 2. statt § 8. 
189, Z. 3 v. u. ist das Wort Pusiulye zu tilgen. 
u u 
193, Z. 9 ken P statt 1+ Fy. (zweimal). 
203, Z. 4 v.u lies u statt M, (zweimal). 
208, Z. 8 ist das Wort indem zu tilgen. 
208, Z. 9 lies nähern statt nähert. 
Mi AS. 4 lies der absolute statt den absoluten. 
218,2. 1 lies das statt dass, 
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262 Berichtigungen. 


S. 155, Z. 13—-18. Diese Stelle wird besser folgendermassen gefasst: 

Denn wäre dies nicht der Fall, so hätte sie innerhalb (©) um- 
endlich viele Unendlichkeits-Stellen, welche eine (2n — 2)fache 
Mannigfaltigkeit bildeten und sämmtlich Null-Stellen der 
Function g wären; unter denselben müsste es dann, da diejenigen 
Stellen von (©), an welchen p,q beide verschwinden, nur eine 
(2n — 4)fache Mannigfaltigkeit ausmachen, auch solche geben, 
an denen p, und somit auch p, einen von Null verschiedenen 
Werth besässe -— dies aber widerspricht der Gleichung 


Buchdruckerei von Gustav Lange jetzt Otto Lange, Berlin. 
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